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近年 来 ， 远 离 平衡 态 问题 的 研究 引起 了 广泛 的 重视 ， 并 有 不 少 
物理 学 家 ， 物 理化 学 家 和 生物 化 学 家 积极 从 事 这 方面 的 研究 工作 ， 
取得 了 不 少 引 人 注目 的 成 果 。 在 数学 上 ， E. Nelson 1958 年 首先 提出 
了 扩散 过 程 的 可 逆 性 概念 与 对 称 化 问题 ， 这 相当 于 平衡 态 统计 物理 
中 的 细致 平衡 情况 。 

我 们 企图 通过 对 马 氏 过 程 和 马 氏 链 可 北 性 的 研究 ， 为 远离 平 活 
的 定常 系统 提供 一 个 数学 模型 ,本 书 就 是 我 们 研究 成 果 的 初步 总 结 ， 
其 中 的 大 部 分 内 容 是 第 一 次 公开 发 表 。 本 书 共 分 六 章 ， 第 一 至 四 章 
分 别 讨论 马 氏 链 、Q 过 程 、 生 灭 过 程 和 实 负 上 二 阶 微分 算 子 生成 的 “ 
马 氏 过 程 的 可 逆 性 ， 第 五 章 讨 论 了 不 可 逆 马 氏 链 的 环流 分 解 与 环 量 
分 布 (这 里 的 环流 与 物理 中 的 Tomita 环 流 类 似 )， 研 究 的 结论 与 生物 
化 学 的 有 关 结 果 比 较 吻合 。 第 六 章 建 立 了 一 种 抽象 场 ， 并 从 场 的 观 
点 出 发 ， 详 细 地 研究 了 马 氏 链 、 马 氏 过 程 、Q ЖОНИНЕ, Г 
配 称 性 和 可 道 性 等 问题 。 

在 马 氏 过 程 的 可 逆 性 方面 还 有 许多 值得 深入 研究 的 问题 ， 诸 如 
高 维 连续 状态 的 马 氏 过 程 的 可 逆 性 与 环流 (H. Ito 于 1978 年 开始 研究 
这 个 问题 )、 环 其 分 布 与 自由 能 转换 问题 的 关系 ， 以 及 它们 在 生物 化 
学 中 的 应 用 等 都 有 广阔 的 前 景 。 ° 

我 们 希望 本 书 的 出 版 能 引起 有 关 同 志 对 这 个 问题 的 兴趣 。 

泪 源 大 学 付 教授 杨 向 群 同志 细致 地 审阅 了 全 书 原稿 并 提出 了 许 
多 宝贵 意见 ， 在 此 表示 衷心 的 谢意 。 
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马 氏 过 程 的 可 逆 性 与 数学 物理 


具有 极限 分 布 的 马 氏 过 程 是 一 类 限制 很 强 但 在 物理 问题 中 常见 
的 随机 过 程 ， 它 具有 Morkov 性 而 且 是 渐 近 强 平稳 的 。 随 时 间 的 增长 
趋 于 定 态 ( 不 一 定 是 平衡 态 ) 的 统计 物理 现象 一 般 都 导致 这 种 随机 过 
程 。 首 次 指出 有 必 佬 把 这 类 过 程 分 出 来 给 与 专门 讨论 的 是 Chandra- 
sekhar[1]，. 但 是 在 数学 文献 中 氨 今 缺少 深入 研究 这 类 过 程 的 论著 . 
本 书 讨论 离散 时 间 的 马 氏 链 、 由 @ 矩阵 生成 的 马 氏 链 、 以 及 由 微分 
TERET EIE ARARE HAART AART RAAN, 
3821369 AE (9 矩阵 或 微分 算 子 的 系数 ) 来 天 达 可 逆 性 的 充 要 — 
条 件 。 可 逆 马 民 过 程 一 定 是 可 对 称 化 的 ， 对 称 蕊 氏 过 程 的 一 般 讨论 
已 见于 专著 (23, 但 可 道 性 还 要 求 过 程 具有 一 个 不 变 的 概率 分 布 ， 在 
过 程 的 构造 中 还 必须 涉及 唯一 性 的 问题 ， 所 以 只 有 在 生 灭 过 程 和 一 
维 扩散 的 情况 ， 可 逆 性 问题 才 接近 于 彻底 解决 。 本 书 把 国内 有 关于 
这 方面 的 工作 〈 绝 大 部 分 尚未 公开 发 表 ) CARP, MEER K 
i Q Gas ua S 
兴趣 - 2 

_ 工 .可 路 性 与 环流 的 物理 背景 ШЕ š 
ея EMIR, ЖОЕ аж ЗЕН ЕПЗ 
фитра, 特别 是 以 布朗 运动 为 代表 的 涨 落 问 题 。 自 
MAR: 6 SSES, Wie, тож АИТ КИ 
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的 数学 工作 ， 到 五 十 年 代 初 形成 了 一 个 数学 上 完整 并 严谨 的 领域 
即 扩散 过 程 与 随机 微分 方程 。 与 此 同时 , Onsager 以 高 斯 模型 为 主要 
工具 ， 系 统 地 把 随机 过 程 用 作 讨论 不 可 逆 过 程 热力 学 的 基础 ; 在 
1958 年 前 后 他 和 Mackhiup 一 同 提出 了 Onsager 一 Machlup 原理 ， 它 事 
实 上 是 随机 过 程 概率 密度 的 一 个 泛 函 表达 式 ， 这 是 一 个 数学 命题 
这 一 类 公式 还 可 以 推广 到 非 线性 系统 , 关于 详细 情况 请 参阅 Graham 
的 著作 C3]。 进 一 步 发 展 高 斯 模型 用 以 研究 化 学 物理 问题 的 还 有 Ke- 
iserC4]， 六 离 热 力学 平衡 态 的 理论 是 分 别 由 Haken 等 人 对 激光 C5]，- 
Prigogine 等 人 对 化 学 振荡 提出 的 C6)， 现 在 研究 这 方面 亲 题 的 还 有 
日 本 的 Hasegawa 等 [7]。 什 么 是 远离 平衡 态 ，Prigogine 认为 必须 是 
由 平衡 态 通 过 分 枝 产 生 。 分 枝 现象 目前 只 对 确定 性 的 动力 系统 才 有 ` 
明确 的 含义 ， 用 它 来 说 明 远离 平衡 态 的 做 法 有 一 定 的 局 限 性 。 结 合 
远离 平衡 态 的 概念 ，Prigogfne 还 提出 具有 正 炳 产生 率 的 定常 开 系 六 
的 说 法 ， 并 以 此 定义 散 饥 结构 。 在 非 平衡 态 的 领域 内 ， 簿 问 的 著者 
ЖАКАН Е, ШЖК ИЛА 
ЗЕЕ Ik By ЖЖ (EmchC83, Daviest9)), Bf ОВ Ж 
是 包含 热力 学 平衡 态 的 。Prigogine 所 研究 的 有 序 渴 全 分 空间 和 时间 
两 方面 ， 如 果 只 考虑 时 间 的 有 序 问题 ， 情 况 比 较 单纯 这 时 数学 上 
的 马尔 可 夫 链 和 扩散 过 程 是 一 个 能 经 受 严格 推荐 的 抽象 模型 、 水 书 
结合 不 可 逆 性 研究 了 这 个 数学 模型 ;- дА, ДУЛ 
种 特殊 的 情况 (例如 生 灭 过 程 ， 一 维 扩散 ) 得 到 了 接近 完全 的 结果 。 
按照 作者 们 的 想法 ， 马 链 或 扩散 主要 描写 的 是 宏观 现象 ， 但 也 可 以 
ЖАЛ СШ ЕЮ КӘР ЕНЕ. 在 讨论 有 序 现象 时 ， 第 一 
步 是 区 分 热力 学 平移 和 非 热 力学 平衡 。 物 理 上 的 细致 平衡 条 体 是 区 
ARTENA RRD 马 氏 过 程 的 可 着 性 就 是 纲 致 主 衡 这 个 物 再 
павя, ЖИП ШШ, озера 
. z. 


的 C10)， 不 细致 平衡 的 定常 状态 应 该 有 什么 特征 ? 回答 是 必须 出 现 
环流 。 这 个 结论 在 马 链 的 情况 已 可 以 用 定理 的 形式 写 出 来 [本 书 第 
五 章 ], 定 理 的 结论 是 任何 一 个 平稳 的 马 链 一 定 可 以 分 解 成 为 细致 平 
淆 和 环流 两 部 分 ， 细 致 平衡 部 分 对 时 间 反 演 来 说 是 对 称 的 ， 环 流 部 
分 则 是 及 对 称 的 。 一 个 马 链 车 只 含 细 臻 平衡 部 分 ， 就 成 为 一 个 对 时 
间 可 逆 的 随机 过 程 ， 也 就 是 说 ， 它 的 统计 特性 对 时 间 逆 转 来 说 是 不 
变 的 。 这 些 讨论 说 明 非 热力 学 平衡 的 体系 只 要 能 达到 定 态 ， 就 在 一 ， 
定 程度 上 表现 出 时 间 的 有 序 性 、 

对 马尔 可 夫 链 也 可 以 引入 箭 产生 率 的 概念 ， 有 环流 的 马 链 具 有 
正 的 炉 产 生 率 ， 反 之 亦 然 。 所 以 有 环流 的 马 链 是 一 个 远离 平衡 态 的 
模型 ， 我 们 不 称 之 为 散 锡 结构， 因为 它 不 同 于 Prigogine B W YW 
构 ， 后 者 是 指 系 统 的 子 系 通过 相互 合作 产生 的 宏观 上 的 周期 现象 
我 们 认为 序 的 概念 可 以 有 几 个 层次 。 最 低 的 一 层 是 脱离 热力 学 平衡 
产生 环流 的 状态 ， 这 种 序 当然 不 是 单纯 的 微观 特征 ， 但 也 不 一 定 在 
宏观 上 有 明显 的 表现 ， 但 如 果 把 大 分 子 的 状态 称 为 亚 宏观 态 ， 则 这 
种 序 是 在 亚 宏观 意义 下 的 确 存在 的 

2, 可 族 性 、 环 流 与 自由 能 转移 

为 了 进一步 说 明 上 一 段 的 结论， 我 们 谈 谈 与 大 分 子 的 状态 密切 
有 关 的 生化 现象 。 在 生化 反应 中 ， 明 显 地 表现 出 了 对 于 时 间 的 不 可 
逆 性 ， 甚 至 可 以 说 ， 不 可 逆 性 是 生命 运动 的 特点 之 一 。 以 环流 平衡 
保持 定常 的 状态 在 物理 学 中 所 见 不 多 ， 在 化 学 中 也 还 不 是 公认 为 普 
遍 存 在 的 ， 但 在 生物 化 学 中 ， 环 (Cycles) 的 出 现 则 是 确定 无 疑 的 。 
能 否 把 马 氏 链 的 环流 理论 作为 统一 这 类 现象 的 一 个 数学 模型 ， 这 样 
说 法 目前 可 能 根据 不 足 ， 但 是 在 本 书写 作 的 过 程 中 ， 作 者 查阅 的 一 
批文 献 说 明 ， 生 物体 中 自由 能 转换 的 互 汪 模 型 (11 的确 提供 了 一 个 
有 说 服 力 的 便 子 ， 从 1966 年 到 1978 年 ，T. L. Hill, R. M. Simons, 


бз 


Y Chen 等 人 把 生物 大 分 子 的 结合 和 转变 用 一 个 亚 宏观 的 模型 一 般 地 
表达 出 来 ， 所 得 的 结论 可 以 用 来 说 明 肌肉 收缩 的 功能 ， 以 及 Hodge- 
kin 一 Huzley 模型 中 钱 、 钠 离子 主动 迁移 穿 透 生 物 膜 的 机 理 ， 他 们 
还 指出 按 原来 Hodgekin 一 Huztey 的 平衡 态 设 想 ， 则 生物 膜 中 电流 及 
电压 的 功率 谱 应 该 有 Lorentz 线 型 ， 但 是 H.M.Fishman (12326 X: + BË 
鱼 触 角 轴 突 (4zon) 的 实验 中 可 能 观察 到 了 功率 谱 的 呈现 尖峰 的 现象 
(183; (142, 环流 模型 将 为 此 提供 恰当 的 解释 。 这 方面 的 工作 的 初 
步 总 结 是 1977 年 五 池 的 书 C11]。 本 书 的 第 一 、 第 五 章 可 以 作为 [117 
第 一 、 二 章 的 数学 理论 基础 ， 

在 自由 能 转换 的 不 可 逆 过 程 中 11 ,必须 伴随 着 自由 能 的 耗 散 ， 
Hill fJ 模型 是 一 个 分 析 得 较为 彻底 并 密切 结合 生化 现象 的 亚 宏观 散 
侈 有 序 系统 的 例子 ， 在 这 里 炉 产 生 就 是 自由 能 耗 散 。 与 此 接近 的 文 
献 有 Sohnakenberg[15，16]，[16] 中 的 论述 更 着 重 于 原理 和 一 般 六 
法 ， 但 是 缺少 与 实验 的 比较 。 阅 读本 书 第 -一 到 第 五 章 时 ， 参 照 上 述 
文献 [11 一 16]， 可 以 较 好 地 了 解 环流 理论 联系 实际 河 题 的 现状 。 和 
这 些 文献 相 比 ， 本 书 第 二 ， 第 五 章 除了 数学 上 的 严格 性 之 外 ， 还 在 
于 明确 叙述 并 证 明了 环流 分 解 定理 ， 作 为 特殊 情况 ， 当 不 出 现 环流 
部 分 时 ， 易 证 马 氏 链 是 细致 平衡 的 。 分 解 定理 的 每 个 环 上 有 相应 的 
流 和 力 ， 从 而 有 一 个 稍 产生 率 ， 而 一 个 不 可 进 马 氏 链 的 炳 产生 率 等 
于 它 包含 的 各 个 环流 上 闹 产 生 率 的 和 。 二 个 马 民 链 中 包含 的 环 的 个 
数 ,在 一 定 意义 下 是 唯一 的 。 所 以 马 氏 链 的 每 一 个 环 也 可 以 看 作 一 
个 自由 度 。 马 氏 链 的 每 一 个 状态 ， 我 们 称 之 为 亚 宏观 状态 ， 这 就 是 ， 
说 它 对 应 于 大 分 子 的 某 种 特征 ， 这 种 特征 所 确定 的 微观 状态 还 有 许 ， 
许多 多 ， 但 是 这 种 特征 并 非 宏 观 可 观测 的 量 ， 而 是 介 于 宏观 参数 和 
微观 量 之 间 的 一 个 物理 参数 。 对 应 于 马 链 的 每 一 个 状态 i ， 有 平稳 
分 布 pn(co)， 如 果 记 

.' 4. 


pi(co) =е-Айкт( Be- Aifrr)-!, 


ИНИҢЕ H +E 83k PAR E F Аа Ж Ж ЖЕЛЕЗА БП B B fb. WPF 
马 氏 链 中 讨论 的 迁移 概率 可 以 和 量子 论 中 微粒 子 从 一 个 能 阶 到 另 一 
个 能 阶 的 路 迁 比 拟 。 但 是 这 里 涉及 的 不 是 真实 的 微观 能 阶 ， 而 是 亚 
宏观 系统 自由 能 的 能 阶 。 这 种 路 迁 在 细致 平 人 衡 时 一 般 只 引起 自由 能 
-的 耗损 。 但 当 环 流出 现时 会 放出 能 量 , 这 可 能 对 应 于 生物 蓝光 现象 ， 
Hill B 的 不 少 章节 讨论 了 如 何在 不 细致 平衡 的 条 件 下 把 这 一 类 现象 
表述 为 一 定 的 规律 ， 并 运用 这 些 规 律 解释 生物 体 的 机 能 。 他 所 讨论 
的 例子 除了 前 面 所 说 的 肌肉 收缩 问题 和 钾 离 子 的 主动 迁移 外 ， 还 有 
Mitckelt 用 来 研究 叶绿体 和 腺 体 的 化 党 沦 透 模型 。Mitcheli 的 学 说 现 
在 已 为 大 多 数 生物 化 学 工作 者 所 接受 并 在 1978 年 被 列 为 重大 科学 成 
就 之 一 ! 比 起 Prigogine 的 理论 来 ， 这 里 涉及 的 问题 具有 较 直 接 的 生 
HFR, НЇП Б 指出， 他 的 方法 邵 用 于 研究 视 紫 腊 ， 由 于 实际 生 
物体 相对 地 说 比较 简单 ， 将 会 导致 更 确定 的 绪论，HiL 的 方法 缺少 
一 个 坚实 明晰 的 理论 结构 作为 基础 ， 本 书 第 五 章 试 图 用 马 链 的 语言 
提供 这 样 一 个 结构 (环流 现象 的 完整 数学 模型 )。 环 流 是 能 盟 转 热 的 
形式 ， 也 是 最 简单 但 最 明确 的 一 种 形式 ， 从 本 书 第 五 章 的 讨论 可 以 
看 出 环 量 分 布 律 和 Bolzmanp 的 能 置 分 布 律 在 处 理 方法 上 很 类 似 后 
者 讨论 的 是 平衡 状态 下 的 配 分 ， 前 者 讨论 的 则 是 运动 方式 的 配 分 。 
在 下 下 的 理论 中 ， 环 还 被 用 作 相 互 作 用 的 基本 单元 〈 象 固体 中 的 元 
激发 )， 这 里 涉及 许多 有 趣 的 生物 物理 规律 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
[511 一 16) 及 其 中 所 引 的 文献 。 

给 定 一 个 8 矩阵 ， 由 它 所 构造 的 OC 过 程 在 什么 条 件 下 是 可 逆 的 ， 
这 样 的 可 逆 过 程 有 多少， 这 些 问 题 在 生 灭 过 程 的 情况 已 经 得 出 了 最 
终 的 答案 (本 书 第 三 章 )。 对 一 般 马 氏 链 来 说 ， 也 有 下 少 结果 《本 书 
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第 一 章 ), 这 里 引入 了 示 性 数 ， 不 但 可 由 它 讨 论 可 地 性 的 条 件 ， 还 有 
助 于 提供 求 出 平稳 分 布 的 方法 。 为 了 阅读 本 书 这 一 部 分 章节 ， 最 好 
能 先 了 解 一 下 生 灭 过 程 构造 论 的 分 析 方法 [173。 有 关 齐 次 可 列 马尔 
可 夫 过 程 ， 修 振 括 、 郭 青峰 两 同志 不 久 前 出 了 一 本 专著 ; 该 书 重点 
在 于 叭 一 性 准则 与 构造 论 , 但 是 要 把 О 过 程 的 可 道 性 和 环流 现象 彻 
席 讨 论 清楚 ， 构 造 具有 一 定 环 流 特征 的 О 过 程 , 并 找到 环流 分 解 的 
有 效 途 径 ，C18) 是 可 读 的 较 全 面 的 论著 ， 此 外 也 可 以 参阅 Reuter 的 
文章 [19]， 以 及 [20]，[213。 从 生 灭 过 程 和 马 链 来 了 解 可 逆 性 及 环 
流 现象 ， 可 以 为 进一步 研究 一 般 的 扩散 过 程 中 对 应 的 问题 提供 有 效 
的 信息 。 例 如 ， 一 维 扩散 的 结果 和 生 灭 过 程 的 相应 结果 是 完全 易 合 
的 。 一 般 O 过 程 的 可 逆 性 判 据 及 处 理 方法 则 可 作为 ; 维 扩散 过 程 的 


借鉴 。 链 的 模型 目前 也 为 许多 实际 工作 者 所 采用 、Haken, Gortz 等 ` 


人 工作 中 的 某 些 结果 实际 上 可 由 马 氏 链 的 可 性 害 理 得 出 [22， 
23), 本 书 对 涉及 的 概念 和 命题 给 了 数学 上 严格 的 定义 和 证 明 ， 并 
且 讨论 了 较 困难 的 存在 性 及 唯一 性 问题 。 

3, 扩 散 过 程 的 可 逆 性 

在 扩散 过 程 的 情况 ， 首 次 提出 可 逆 性 概念 的 是 BE, Nelson (243. 
因为 在 一 般 的 情况 ， 微 分 等 子 生 成 半 群 的 问题 比较 质 杂 [25],[26]， 
也 不 可 能 得 到 唯一 性 的 有 效 判 据 ， 所 以 从 微分 算 子 构造 可 地 扩散 过 
ЖИН ИШЛЕ ЛЕНЕ. 如 果 考 虑 扩散 的 相 空间 筋 图 则 情况 特 
别 简 明 。 可 以 证 明 C27]， 算 符 


= Seog ) +®(8)-й- +с(®8) 


(9(9)2>0, с(@)<0; 0<8<2л) 
生成 唯一 一 个 可 逆 扩 散 过 程 的 充分 必要 条 件 是 


©(8) =0, 
f "oode = 0。 

在 本 书 第 四 章 中 基本 上 解决 了 在 R, 上 相对 应 的 问题 . 这 里 重新 整理 
了 Feller 关 于 微分 算 子 生成 半 群 的 重要 工作 ,使 之 适用 于 在 算 符 中 出 
现 吸 收 项 c(z) 的 情况 ， 并 得 到 了 最 小 过 程 可 逆 的 充 要 条 件 ， 进 一 步 
还 求 出 局 部 边 值 下 一 般 过 程 可 逆 的 充 要 条 件 。 所 得 结果 和 生 灭 过 程 
的 有 关 命 题 完 全 一 致 。 如 果 算 符 中 出 现 c(z)， 则 可 逆 过 程 的 存在 村. 
求 c(z) 不 是 定 号 的 ， 即 有 吸收 也 有 放射 ， 在 这 种 情形 如 何 构造 可 逆 
过 程 的 问题 尚 有 待 解决 。 

4, 可 逆 扩 散 过 程 研究 的 前 景 

一 维 可 北 扩 散 问 题 的 研究 虽然 导致 十 分 完整 的 结论 ， 但 其 应 用 
价值 却 是 有 限 的 ， 因 为 这 时 实际 上 并 不 可 能 出 现 环流 现象 〈 如 不 考 
虚 在 无 穷 远 处 的 流入 ); 在 园 周 上 虽然 可 以 存在 环流 ， 这 类 现象 仅仅 
在 锁 相 环 的 相位 扩散 和 跳 局 中 有 所 体现 C283}。 如 果 讨 论 多 维 扩散 过 
程 的 可 逆 性 ， 首 先 要 求 尝 移 系数 满足 一 个 全 微分 条 件 一 位 势 条 件 
529]。 前 面 已 经 讲 过 ， 在 这 个 条 件 下 由 生成 算 符 构造 可 逆 过 程 的 问 
题 不 可 能 彻底 解决 ， 因 为 在 爹 空间 抛物 型 方程 没有 基本 # Ж, K 
Cauchy 问 题 的 叭 一 性 也 不 易 处 理 。 但是， 有 一 点 是 值得 指出 的 ， 就 
是 表达 可 递 性 的 位 势 条 件 使 得 微分 算 符 可 以 对 称 化 ， 所 以 马尔 可 夫 
半 群 的 生成 元 将 是 自 共 轿 的 。 为 了 构造 这 一 类 马尔 可 夫 过 程 可 以 广 
泛 利 用 自 伴 算 子 的 理论 。 如 果 不 考虑 极限 分 布 的 存在 ， 这 一 类 问题 
属于 对 称 马尔 可 夫 过 程 和 Dirichlet Z RE EC). .如 时 要 求 过 程 
жга, 则 还 须 有 极限 分 布 存在 一 一 过 程 有 一 个 不 变 测度 ， 这 样 
的 随机 过 程 有 许多 很 强 的 性 质 ,， 如 强 平稳 性 ， 追 历 狂 等 等 。 从 个 别 
具体 的 例子 来 看 (8] ,这 类 过 程 中 包含 了 大 量 特例 ， 它 们 是 强 混合 型 
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的 ， 它 们 的 算 子 谱 可 以 完整 地 分 解 为 点 谱 部 分 和 绝对 连续 部 分 ， 它 
们 的 功率 谱 可 以 用 算 子 的 本 征 展开 写 出 来 ， 它 们 可 以 嵌入 到 一 个 保 
守 的 力学 体系 中 去 一 一 即 可 视 为 一 保守 动力 系统 分 出 来 的 子 系统 。 
这 一 类 问题 的 讨论 缸 解 决 ,除了 作为 了 解散 逸 系统 的 数学 基础 之 外 ， 
还 具有 直接 提供 计算 途径 的 特点 ， 所 以 从 理论 和 应 用 两 方面 来 看 都 
是 很 有 意义 的 。 

给 定 一 个 微分 式 和 一 个 与 之 相 适 应 的 分 布 来 构造 可 逆 马 尔 可 夫 
过 程 的 问题 ， 本 质 上 等 价 于 给 定 基态 和 能 量 的 形式 表达 后 构造 能 量 
算 子 或 量子 力学 系统 的 问题 。 把 这 两 种 所 法 统一 起 来 ， 可 以 使 得 两 
个 基本 上 隔离 的 学 科 领 域 在 看 法 和 方法 上 互相 补充 。 事 实 上 ， 对 一 
大 类 给 定 在 La(dh? 上 的 扩散 现象 k 为 不 变 测度 )， 可 以 在 Las(dz) 上 
构造 与 之 严格 等 价 的 量子 力学 系统 ， 前 者 的 漂移 系数 (xz) 与 后 者 的 
位 势 Y(z) 之 冯 互 换 公式 为 [317 


уш) 10), В + уе BG), 


这 个 公式 提供 了 用 量子 力学 多 体 问题 的 方法 来 处 理 高 维 扩散 方程 的 
途径 [321。 

和 如果 考虑 相 空间 是 无 穷 维 的 ， 相 应 的 问题 直接 联系 到 公理 化 量 
于 场 论 的 构造 问题 通过 Dirichiet 空 间 来 研究 这 个 问题 的 有 Abelve- 
rioC33)， 他 所 得 的 结果 类 似 于 GTimme 的 二 维 模 理 ， | 

5. 两 个 物理 应 用 ç 

直接 应 用 扩散 过 程 可 进 性 模型 并 为 这 类 过 程 提供 了 大 量 有 兴趣 
的 例子 的 实际 问题 有 两 类 : 锁 相 球 的 品 声 分 析 和 激光 器 的 相关 特性 ， 
这 两 类 问题 的 数学 处 理 方法 有 若 触 目的 相似 它们 都 是 从 一 组 随机 
微分 方程 出 发 ,通过 Fokker-plank 方 程 来 讨论 相应 强 平稳 过 程 的 相关 
特性 和 谐 .在 可 逆 性 条 件 不 成 立即 有 环流 出 现时 ,物理 上 称 为 出 现 信 
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W (detirring)。 偏 油 在 锁 相 环 中 导 至 单 向 跳 周 [28， 在 激光 中 偏 调 
与 线 型 有 密切 的 关系 [29]。 在 锁 相 和 激光 理论 中 出 现 的 典型 马 氏 过 
程 是 二 维 的 ， 它 们 的 生成 算 符 分 别 为 [34，297， 


(六: 入) 
: 


(0<0<z, -LIT A, B, 420), 


_ ә? 1 2 1 2 
Lst} E Е r: —B(a- rt) 


я 
а? а? 1 
(09-2) re) 
(a>0, 820; 0<r<%, 0<ф<2я), 


这 里 ,的 特点 是 二 阶 导数 部 分 是 退化 的 , 工 ,的 特点 是 在 r= ОДАТ 
性 。 构 造 这 一 类 微分 式 生 成 的 马 氏 过 程 ( 当 a，B= 0 时 是 可 逆 的 ) 的 
问题 ， 尤 其 是 唯一 性 问题 是 锁 相 和 拆 光 理论 的 数学 基础 部 分 ， 其 相 
关 郴 数 和 谐 的 计算 则 是 必 不 可 少 的 实际 问题 ， 这 类 问题 在 数学 上 严 
“ 格 的 处 理 至 今 尚 无 完整 的 结果 。 和 一 维 问题 相 比 较 ， 我 们 可 以 大 至 
看 出 困难 之 所 在 。 仔 纲 阅 读本 段 所 引 的 文献 将 有 助 于 提出 新 的 随 宙 
过 程 的 问题 。 

最 近 ， 我 们 从 场 论 的 观点 出 发 ， 重 新 考查 了 “可 赣 性 ”等 问 是 
( 详 见 第 六 章 )， 夏 来 在 这 方面 还 有 一 系列 工作 可 做 ， 

作为 这 个 粗浅 的 绪 言 的 结束 ， 我 们 希望 说 明 本 书 的 作者 都 是 数 
学 工作 者 ， 我 们 感到 从 一 定 的 实际 背景 来 建立 马 氏 过 程 的 数学 模型 
可 以 导出 一 些 新 的 想法 ， 但 是 我 们 对 所 涉及 的 物 还 现象 ， 尤 其 是 大 

КҮ 


量 生 ， 化 现象 是 一 知 半 解 的 ， 错 误 一 定 很 多 ， 更 谈 不 上 所 得 的 结果 
能 有 多 少 具 体 用 途 ， 层 切 希 望 各 界 同 志 们 批评 指正 。 
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第 一 章 йн л 


ж 培 А 
《北京 师范 大 学 


在 马 氏 过 程 的 领域 中 扩展 有 关 可 逆 与 不 可 省 性 的 概念 和 理论 
为 生物 物理 与 生命 现象 研究 的 滋 进 发 展 增添 一 项 新 的 数学 理论 和 工 
具 ， 这 是 钱 敏 深刻 察觉 并 提出 的 一 项 使 命 。 钱 敏 平 (2) 在 国内 最 先 从 
事 了 这 一 工作 。 | 

生命 现象 的 物理 基础 ， 超 出 了 平衡 态 统计 物理 的 范围 ， 促 进 了 
统计 物理 在 远离 平衡 这 城中 的 发 展 * :因此 ， 注 意 平衡 态 与 非 平衡 态 
的 差别 是 十 分 必要 的 。 马 氏 过 程 可 以 刻 划 相当 广泛 的 一 类 物理 和 生 
та, бзана такя, акаат вант 
УЛАШ, aTi É. ` 

在 这 一 章 里 ， 我 们 研究 具有 离散 参数 的 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 链 的 
可 六 性 。 针 对 可 逆 马 氏 链 所 最 示 的 某 种 位 势 狂 质 , 提 出 链 势 的 要 从 
并 提出 判断 可 族人 性 的 准则 ， 给 出 细致 平稳 分 布 的 简捷 求 法 。 


81.1. 马 氏 链 的 可 道 性 定义 


设 E 是 一 个 至 多 可 数 集 ，X(n) (n 之 0) 是 一 个 以 B 为 状态 空间 的 
时 齐 马 氏 链 ,具有 转移 概率 矩阵 P= (pi;) 及 初始 分 布 = {ai} (iE E); 
X6z) 的 可 逆 性 有 以 下 三 个 等 价 定义 ， 
. 13» 


定义 1.1.1。 ДЖХ(л)(п;®0)ш]{ тй, 若 对 任意 一 组 具有 相 
ИМЯ л, път, =, n+sm, (20, m21, s21) 及 任意 
fas D e, CE, RA 
Р(Х(и) =1,, Хпът) і, ++, Х(и+зт) =1,) 
=Р(Х(п) =1,, +, Х(п+зт) =i,) (1.1.1) 

定义 1,1.2、 МХ (н) NORTT, WRH 
GaDiy =a;pia (i, J€ E) (1.1.2) 
(tai] 是 初始 分 布 )。 

一 个 马 氏 链 ， 把 时 间 斯 倒 ， 仍 然 是 一 个 马 氏 链 。 如 果 原 过 程 是 
时 齐 且 时 律 平稳 的 ， 则 闻 过 程 亦 然 ， 此 时 ， 地 过 程 具有 转移 矩阵 
P= (ру), 


Py= Mp G, JEB) (>O, Жы" 


定义 1.1.3。 过 程 X(m) 叫 做 可 道 ,如果 它 的 地 过 程 是 时 齐 的 ， 
且 е уз 
¿hasp Є). (1.3) 
三 个 定义 是 等 价 的 。 定 义 1.1.1 与 定义 1.1,2 的 等 价 性 可 完全 仿 
МАЛЕ, 定义 1.1.3 与 前 二 者 的 等 价 ;要求 把 过 程 无 正 机 率 测 达 
的 状态 从 B 中 去 掉 ， 亦 即 ， 娶 求 对 酝 洲 1€ E， 者 有 n= пй), -使 
P(X(n) =i)>0. 
等 价 性 的 证 明 是 显然 的 。 | 
我 们 关心 的 是 转移 逢 阵 P，: 它 该 篇 是 什么 条 件 ， 便 可 孔 上 适当 
的 初始 分 布 ， 使 过 程 打 道 ? 更 宽泛 一 些 ， 给 出 
定义 1.1.4。 称 P 可 配 称 ， 若 有 不 恒 为 零 的 非 负 实数 y| (ш), 
M Di = Di G, J€ E) (11,4 
„14+ Г 


4} 称 为 配 称 列 。 如 果 还 有 
Su=1 (1.1.5) 


iE 
则 称 P 可 道 ， 称 {ui) 为 配 称 分 布 或 细致 平稳 分 布 。 
易 见 ， 若 P 可 逆 ， 则 以 配 称 分 布 为 初始 分 布 ， 对 应 的 马 氏 链 是 
TRW. 
вл, Рай, щн 
0<w= Ууш<+о (Ци) (1.1.0) 


+Е 
此 时 ， 令 
== qes (1.1,7) 


WURA RRS. 
孔 称 列 有 以 下 最 明显 的 性 质 ; | 
ERL 若 {ui} 是 P 的 配 称 列 ，c>>0， 则 {cwfj 也 是 P 的 已 称 列 
性 质 2 (uJ) ,{oi} 是 P 的 配 称 列 , 则 {ui+w]} 也 是 P 的 瑟 称 列 ! 
性 质 3 若 {w} 是 P 的 配 称 列 ， 则 它 也 是 P"《n 之 1) 的 配 称 列 。 
事实 上 ， Р 
шаір = ш 于 Pihp = D UP:n) DRI = Z (ирд) 
= Ури(иарһр) = Z pai (;p; a) =u BPa 
Supi. 
类 似 可 证 ， 对 任意 n 之 1 均 有 
UPP = шуру. . (1.1.8) 
称 a，5 二 数 零 同 ， 如 果 它 们 同时 为 零 或 同时 不 为 零 。 
#4 . 设 {wi} 为 P 的 配 称 列 ， 车 i!，j 互 通 ， 则 W% 与 4; 零 同 。 
证 < N= (n|n21, pip>0), 
。15 。 


М = {т|т2>1, р720), БЈН, MIRS. KA M 
种 可 能 ， 

МПМ Ø, пЄМм №, WSO, р? >0, (1.1.8) 
шун], u 

2.МП№= @, WAEN, тем, в р>0, ро 0, H 
《1.1,8) 推 知 w= 0 LAPSO, ру? = 0, (1.1.8) ну 0, 
亦 知 wi 与 4; 零 同 。 证 毕 ， 

WRS 设 {w4} 是 P 的 配 称 列 ， 若 wi 与 zy 均 不 为 零 ， 则 对 任意 
n21, pi” pin 333, Аж 

р/р u /u ° (nz1) (1.1.9) 

由 人 性质 3 的 (1.1.8) 式 ， 知 性 质 5 显 然 成 立 。 

DAAH, FAREREI, BERI, СЄ ЕУ ЕИО, 
由 性 质 4 知 ， 既 约 链 车 有 了 配 称 列 {4:}， 则 uw; 便 不 为 零 。 


82.2. 可 配 称 与 可 示 性 


了 可 配 称 ， 它 便 可 以 显示 某 种 位 势 ЖҮ. Бин ААО 
引入 了 示 性 数 的 概念 。 | 
ЖИЙИ G, 1, e „1, D 为 一 条 n 节 通路 ， 如 
йр Di， >>0。 称 一 条 通路 可 返 ， 如 果 其 逆序 列 也 是 通路 。 
对 于 可 返 通路 G, i, es imi, D 来 说 , 往返 转移 概率 具有 有 限 
而 不 为 零 的 比值 ， Е ii 
Pii Min 了 
Di з 


x-1 


° 
ретеу злезанлиғедлаа тадан, 对 于 分 式 ， 
Тоо / © 25ДАН ЖХ. 


„лк 


简称 为 这 条 可 返 通 路 的 对 流 比 .一 般 说 来 ， 它 与 路 径 有 关 ， 
定义 1.2.1。 噬 约 链 P 叫 做 可 示 性 ,如 果 D 任 一 通路 都 可 返 ， 
D 对 任意 i,，jE EE， 从 i 到 j 的 任意 通路 ， 都 具有 相同 的 对 流 
比 "1;。 称 ri; 为 从 i 到 /的 示 性 数 ， 而 称 玉 (ri;) 为 链 P 的 示 性 矩阵 。 
定理 1.2,1。 
D 上 既 约 链 P 可 配 称 的 充 要 条 件 ， 是 它 可 以 示 性 ; 
D 既 约 链 P 可 道 的 充 要 条 件 ， 是 它 具有 列 和 有 限 的 示 性 矩阵 
E D 的 必要 性 ， 设 {ws} 是 P 的 配 称 列 ， 因 P 降 约 ，wi 恒 不 为 
零 ， 又 由 性 质 5， 知 对 任意 ijE B，pij 与 pi 零 同 。 这 就 保证 任 一 通 
路 均 可 返 。 且 由 (1.1.9)， 知 其 对 流 比 为 ， 


Di Ж Він, Pa „Же > ш зу... 
Pa e gu eh Ри, и; ш.а 
ш, Шш. шу 
与 路 径 无 关 ， 故 是 可 示 性 的 ， 各 示 性 数 为 
r= (bjEB) @.2.1) 
иу 


D 的 充分 性 ， 设 P 有 示 性 矩阵 R， 我 们 先 证 明 任 何 示人 性 矩阵 者 
具有 性 质 
pr C, j, KEE), (1.2.2) 
Жик, G, b, s im DÆMA, G, jo es 
加 ， 各 是 从 j 到 K 的 一 条 通路 ， 则 
人 
是 从 i 到 k 的 一 条 通路 ， 且 
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Ud 
= 
TT Тв 


故 (1.2.2) 真 。 + 
RELEE, 4 
w=ri>0 GEE) (1.2.3) 
往 证 {us} 就 是 P 的 配 称 列 . 


对 任意 i，jE EE， 车 pi;>>0, 则 (i， 四 是 通路 ，P 可 示 性 要 求 通 路 
DTE, йр >0, B 
ри/р =з 
Ш1.2.2), НЖт,=1/г„, WJ 
Pai/Pis= ту ти us то 
А WD supa, 
由 pyi>0 又 可 推出 py>>0， 故 若 py = 0, Шри = 0， 上 式 亦 真 ， 这 就 
证 明了 P 是 可 配 称 的 。 
往 证 2) 
由 (1.2,3) 式 可 见 ，R 的 任 二 列 都 成 比例 ，R 的 每 一 列 都 是 P 的 
一 个 配 称 列 ， 而 配 称 列 具 有 有 限 和 乃 是 P 可 逆 的 充 要 条 件 , 灰 知 2》 
Ж. EMER, 
任 一 示 性 矩阵 ， 均 具有 以 下 性 质 : 
(R. 0<гу<+о (i, ЈЄЕ) 
(R.2) ri=1/rn d, JEB) 
(R.3) ыт» (1, j, k€ E) 
具有 性 质 (R.1)—(R.3) HERRER. HAERERE 
将 两 行 ( 列 ) 成 比例 ， I 
. 18. 


тут (k€ E) 
Titiris = ТА (GEE) 
这 由 (R.3) 立 得 。 由 (R.2)，(R.3) 还 可 推 得 
(R.A4) ra=1 GEE) А 
协调 矩阵 5 总 可 以 表 为 一 个 正 数列 {zt} SO R RR”: 


(1.2.4) 


Sy- (GEB (1.2.5) 


这 只 要 到 S 的 任 一 列 作为 {zj} 即 可 。 

反之 ， 任 一 正 数列 {zr} 对 除 ， 必 得 一 协调 矩阵 。 

P 的 示 性 矩阵 R 就 是 由 P 的 任 一 恒 不 为 零 的 配 称 列 {ti} 对 除 而 得 
的 协调 逢 阵 。R 与 {41} 之 闻 的 关系 再 次 归纳 于 下 ， 

(U.1) ту=ш/и; G, jEE) 
(国定 }， 说 明 R 的 第 j 列 与 (u) 成 比例 ， 固 定 !， 说 明 R 的 第 ! 行 与 
{1/4y)} 咸 比例 。 ` 

UD Br -Em GER) 


特别 ， 当 {wi} 为 配 称 分 布 《ut=1) 则 有 Ue 


u =1/Zru (1.2.6) 


U. =k к= у Е 
‹ :3 Хт и ( Zup) GEE), 


$1.3。 BRANE 


' 假定 所 的 元 素 均 不 为 堆 ， 要 间 ，BP 是 否 可 道 ? АТИН, 其 
”细致 平稳 分 布 是 什么 ? 答案 是 极为 简单 的 。 
. 19 • 


定理 1.3.1。 设 P 的 元 素 均 不 为 零 ， 记 S(P) = (Si) 


Sus G, јЄВ) (1.3.1) 


ij 


则 P 可 配 称 的 充 要 条 件 是 S(P) 满 足 (R.1) 一 (R.3)，、 且 R= S(P) 就 是 
P 的 示 性 矩阵 ，P 可 逆 的 充 要 条 件 是 SC(P) 满 足 (R.1) 一 (R.3) 且 列 和 
有 限 ， 此 时 ， 取 S(P) 的 任意 一 列 使 之 归 一 化 ， 或 者 按 (1.2.6)， 取 
S(P) 列 和 的 倒数 ， 均 可 得 到 P 的 细致 平稳 分 布 。 

Ш 对 任意 i，jeE， 因 piy 与 p;: 均 不 为 零 ， 故 (i 站 为 一 可 运通 
路 Sis 就 是 它 的 对 流 比 , 易 见 S(P) 满 足 (R.3) 是 对 流 比 与 路 径 无 关 
的 充分 必要 条 件 。 事 实 上 ， 若 (R.3) 真 ， 则 对 任 一 通路 (到 ，…， 
і, DIA , 


PA руа Рия Ри, о (R.3) 
Puni” Paq “Pó, Шу 


与 路 径 无 关 。 反 之 ， 若 对 流 比 与 路 径 无 关 ， 则 因 (1，j， Pe aR 
返 通路 ， 应 有 


фы?» Ри .. s,s 


Dishis Pir 
但 
Prig Pas 
Pa Y Pi 
故 知 (R.3) 真 。 


由 于 了 对 定义 1.2.1 的 DHARE SPX (R.1), (R.2) 
当然 成 立 ， 故 知 ?可 示 性 的 充 要 条 件 是 S(P) 协 调 ， 由 定理 1.2.1， HD 
证 得 本 定理 的 前 一 论断 。 且 S(P) 就 是 P 的 示 和 性 矩阵 。 由 定理 1.2.1 的 
2) 及 (DU,1) 与 (1.2.6)， 立 得 定理 1.3.1 的 其 余 论 断 ， 证 毕 ， 

. 20. 


例如 ， 给 定 


Р 
Фә ele elə 
ә јә әј 
oo| æl о |а 


ЖР ИЙЛЕЙТ, Ж 


~ 


3 


S(P)= 1 


ы ы әјә 


als |= 


2 


团 一 看 S(P) 是 否 满 足 (R.1) 一 (R,3)，{(RR.3) 可 理解 为 各 列 ( 行 ) 之 
HREM, кеек. 对 有 限 状 态 ， 列 和 必 有 限 ， 故 P 
是 可 道 的 。 

它 的 配 称 分 布 ,可 以 任 取 一 列 , 比 如 第 二 列 加 以 归 一 化 而 得 到 


W OPS: > š Е: -2 
Marira 6° HTE 


也 可 以 按 (1.2-6) 式 ， 对 SCP) 逐 列 求 和 ， 取 倒数 而 得 到 


m= 1 =3， p= —- 1 
1 1+1/3+2/3 6° >° 3+I+2 6’ 


РА 1 2 
Marlari 6". 
一 般 地 ， 无 论 P 的 元 素 是 否 为 零 ， 
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定义 1,3.1。 所 0/0 为 不 定 元 *, 含 有 。* 的 矩阵 称 为 拟 阵 ， 对 于 任 
意 给 定 的 一 个 普通 矩阵 ( 非 拟 阵 )P， 记 S(P) = (S) 


ри {pis，DPii 不 全 为 零 ) 
нә = é 


(Du = ру = 0) 


叫做 P 的 翻 除 拟 阵 。 一 个 招 阵 叫 做 协调 拟 阵 ， 如 果 在 它 的 非 * 元 素 上 
均 满足 (R,1) 一 (R,3)。 
定义 1.3,2， ГУРТИ 

了 可 配 称 的 充 要 条 件 是 ，S(P) 是 一 个 协调 拟 阵 。 

定理 1.3.1 说 明 ， 当 S(P) 是 一 个 普 亡 抵 阵 时 ， 翻 除 判 据 是 正确 
的 。 一 般 说 来 这 个 判 据 是 不 一 定 正确 ， 条 件 的 充分 性 不 一 定 成 立 。 
但 这 个 判 据 若 成 立 ， A Suil 且 配 称 分 布 极 易 
求 得 ， 

对 于 给 定 的 P， 写 HARME S (Р) = (S), KSP) 的 非 * 元 
ЖЖ, RRR. 至 (R,3), 以 任意 方式 对 * 元 素 赋值 , ЖШ 
复 这 一 步 又 ,最 后 将 S(P) 改 造 为 普通 矩阵 。 任 取 一 列 ,， 即 得 了 的 配 
称 列 ， 若 能 归 一 化 ， 则 归 一 化 为 P 的 配 称 分 布 ， 此 时 断定 P 可 六， 
若 不 能 归 一 化 ， 则 断定 P 不 可 逆 。 

者 除法 则 是 否 可 行 ? 关键 在 于 

S(P) 中 的 任 一 * 元 素 ， 如 果 能 由 50Р) 中 的 非 * 元 素 按 (R.1) 一 
(R.3) 冉 值 ， 所 冉 值 是 否 确定 ? 

这 个 问题 比较 复杂 ， 究 竟 翻 除 判 据 在 什么 情况 下 成 立 ， 这 在 文 


” 章 533 中 专 有 讨论 。 
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$1.4. 示 性 链 的 位 势 性 质 


在 统计 物理 中 ， 一 个 微观 可 逆 过 程 细致 平衡 总 伴随 著 某 种 
位 势 条 件 的 满足 ， 配 称 分 布 的 对 数 被 定义 成 相 空间 的 负 位 势 ， 
“定义 1.4.1。 设 既 约 链 P 可 配 称 ， 选 定 一 配 称 列 {ui}， 记 


ф= ~logu: (İCE) (1.4.1) 
称 {qp} 为 P 在 E 上 所 确定 的 链 势 。 
车 对 示 性 数 riy 取 对 数 ,由 (D .了 D) 知 
log r;; = log u; — log ; = @; – Ф: (1.4.2) 


这 样 ， 示 性 数 的 对 数 log ris 便 是 j 对 i 的 链 势 差 .可 被 想像 为 从 i 到 j 所 
作 的 菜 一 种 “ 功 ”。 


《R.3) 化 为 
log ris = log rij +1ogr;s (1.4.3) 
对 从 i 到 j 的 任 一 条 路 (i, i, es iw DA 
logri, ++ 108 7,7 = 10gris (1.4.4) 


“ 功 ， 的 总 和 只 依赖 于 i，1 而 与 路 径 无 关 。 特别， 对 一 个 闭合 回路 
Gs уж i 
logra, + °= + 108 risi = 108 ri = 1081 ='0 (1.4.5) 
Wak” AF. 
REPEL logri :可 被 视 为 链 势 〈 在 ;处 ) 的 “梯度 ”。 
定义 1.4.2， ШЕРЕЛНЕНЕ, 仿 
rk! G, 1+1€E)Y Е (1.4.6) 
Һ=1ово (ЄР) Е QAD È 
称 wr 为 P 在 ;处 的 徘徊 系数 ， 条: 为 P 在 ! 处 的 链 势 梯度 . 
>: Е >z. 


定理 1.4.1。 PATRE, N 
D P 可 道 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 某 一 1E E, 


ш = Dog etlt 1 < +оо 


izj ibj Ujit Giaa 


2) 车 P 可 逆 ， 则 其 配 称 分 布 是 
W = w/w 


其 中 


Ot (0) 
1 «= р 
G> 


(1.4.9) 


或 等 价 地 有 
огрев) с <р 
Ш=ну= + 1 G=j) (1.4.10) 
ezp{~ (fa + fji же +f) G>): 
证 (1.4.9) 中 的 {wi} 是 R 的 第 j 列 ， 它 是 P 的 一 个 配 称 列 ， 其 列 
和 为 (1.4.8) 中 的 &， 由 定理 1.2.1， 知 本 定理 的 1) K. 
又 由 (R.3) 知 ` 


тууа Tir1 sita T1393 (< 
r= + 1 АЙ Фар Qs. 
"нивал тан 5 >p 
Ва. 4.0ФА, 即 得 (1. 4.9), 以 (1.4. DRAG. 4. .9), PE 4.10) 
=, ињ. з 
ft £ Qy Эр Ly А 
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$ 1.5。 应 用 于 随机 游 动 


称 链 P 为 一 随机 游 动 ， 若 当 17-71222, BAP 0,' 采 用 符号 


Qi= Pii-1 (i, i~16E) 
bi = Dist (i,i+1€E) (1.5.1) 
ci=1- (0+0) = ри (СЕ) 
总 设 . 
@>0, b>0 (1-1, i, i+1€E) (1.5.2) 
对 于 任意 i，jEE， 从 i 到 j 只 有 唯一 的 通路 而 且 可 返 ， 因 而 定义 
1.2.1 的 要 求 自然 被 满足 ， 故 在 (1.5.2) 下 ( 它 保证 P 既 约 ),， 随机 游 
动 P 总 是 可 示 性 的 。 且 有 


" 


банные H G, ГЕТЕ) а.в.) 
fi= loga, — log b; (IEE) (1.5.4) 
( 见 定义 1,4.2) 
由 定理 1.4:1 立 得 


定理 1,5.1。 设 P 为 满足 (1.5.2) 的 随机 游 劲 ， 则 
D P 可 逆 的 充 取 条件 是 ， ше, 


Gita; G; Ьу 
u= +1+ > <+% 0259.09 
© bibisi by #7 94. iG Gi 


D 若 P 可 递 ， 则 其 配 称 分 布 是 ， 
mu GEBR ©. Paini 
p GP es, 4 025 + 


щ= 41 G=] (1.5.6) 


例 1 设 E=(0, 1, 2, =, N) 


0 1 0 0 a 0 
т! O 1-nl рф > 0 
0 287! 01-271... 0 


Жр, = mm= baii, a= (0<i<n) (Ehrenfest 扩 艇 )， 


因 状 态 有 限 ， 又 满足 (1.5.2)， 故 由 定理 1.5.1，P 可 逆 。 求 其 配 称 
分 布 ， 不 妨 取 j= 0， 由 (1.5.6)， 得 


Wo=1, Wi=n, и, = (t 
Un= Сї, 

We 
故 得 配 称 分 布 为 


ш=С1/27" (0=0, 1, c, т), 


з 88-00, L 2, =, n, Ыр 
. 26 * 2 


М {a>0, b>0) 
| NANN G e 
ASN 
车 p>0 则 按 定理 1,5.1， 不 妨 取 ij= 0， 有 
шя, ше 205) ао 
此 时 А 
и= Zus (а) +1 
03 НИХ царь, PAW, НАЖА 


(a-b)pb:"1 
(а-&+р)а!, 


例 3 双边 随机 游 动 ) 设 
E={, -2, -1, 0, 1, 2, +} 


a-b Ja š a 
TITT u= (2р). 


ENN 
WINONG М 
а сь х 
оа сь x` 
N N 
P= N dbremp N 
Ҳа е ЖЕ 0 
х, N 
| S Ж S 
`x N S S 
NNN 


` (a>0, b>0, а>0, b'>0) 
27 


只 要 p、4 均 >0，(1.5.2) 真 ， 不 妨 取 };= 0， 由 (i.5.6) 有 ， 


wega аре 


а 
wo=1 
w= (42) ао 

t Va’ b 

当 且 仅 当 4 <8’ 而 o>>6， 


u= > ш=ї+р +< += 


由 定理 1,5.1，B 可 逆 的 充 要 条 件 是 ， 
а <b’ Ba>b. 
其 配 称 分 布 为 ， А 
на (8) #/а+к +”), (>0) 


п/р р): 


ме (2) 2 /а+р +2) G>, 
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在 前 一 章 里 ， 我 们 已 经 研究 了 离散 参数 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 
的 可 道 性 ,本 章 讨论 连续 参数 情形 ,特别 着 重 研究 9 过 程 的 可 逆 性 。 


82,1. 可 逆 平 稳 马 氏 过 程 


х9) = (200), 0А НОП, F, Р) 
ЕГ САХ = (609, 其 相 空间 
= (0,1,2,…)， 转 移 概率 为 py (D), 1,}ЄЕ, t>0, 它们 是 一 组 满 
足下 列 条 件 的 实 值 函数 ; a as 

Put) >O | 5 (2.1.1) 


Уру) =1 І (2.1.2) 
ra š 
E Pir )рау (S) =p (t +s) (2,1.3) 
‚ limp (D =a; КЕ (2.1.4 


其 中 ðs, 66250 (еј), 
ЖО = (uie 为 正 分 布 ， 如 果 
u/>0 (GEE), и;=1, (2.1.5) 
Е 
定义 2,1,1。 过 程 X= {z(f)} 称 为 平稳 的 ， 如 果 
. 29. 


lim pis(t) =u; (不 依赖 于 让 (2.1.6) 


HE, U= (wi) 为 正 分 布 ， 并 且 
Ha) =J3=u;, GEE, #20) (2.1.7) 
此 时 称 U = (u, ) 为 过 程 XCo) 的 平稳 分 布 。 
定义 2.1.2。 过 程 X= {z(t)} 称 为 可 逆 的 ， 如 果 对 于 任意 的 
0<t <t, Le Ltn <t,, (2.1.8) 
RE A ; 
быы, бачы =ts а, w (2.1.9) 
就 有 
Peet) =й, 201) =й, е, DOn) = ЫЈ 
=P(z(t,) =, EC) inis с”, En) =i) 
Gas 1 "5 inE E) (2.1.10) 
定义 2.1.3。 ЖЕРС) = (pi (tD) 称 为 可 配 称 的 ， 如 果 存 在 正 
分 布 (ui)， 使 арр 
шу) =шри (0), @,1ЄЕ, 120) 7 (2.1.11) 

此 时 称 (ui) 为 (piy(t)) 的 配 称 分 布 。 | 
注 1"。 由 (2.1.3) 易 见 ， 条 件 (2.1.11) 等 价 于 
存在 如 >>0， 使 

Upi (t) =ujpia (t), GAEE, 0<t<t.a@ (2.1.12) 
2°, 条 件 (2.1.11) 也 等 价 于 I 
шр) =u pa), G,J€E, А0) (2.1.13) 


其 中 


pis) = Гей (2.1.14) 


O канака, REBARA AMEN. 
+ 30 ° 


定理 2.1,1。 设 平稳 过 程 X= (z) 895534556DE2D (pi (t), P 
BAHAU = (ш), хий ЗЕР уй) 可 паии. 
ља. 
证 明 WRJ, mj 
шр; (t) = PEO =, а) ајр оо 97 a 
= PCz(0) =j, z(t)=1D 
=и;ри() 
故 (prs(t)) 可 配 称 且 以 (us) 为 配 称 分 布 ， 反 之 ， 
Рк) =Й, Ж) =й, s Cin) = in) 
=PCz(t,)=i,JPCGz(t,)=i,|r(t,)=i,J)=+ 
РСЕ) =, аб), эө, Kitni) Sih) 


"а 
“П Pt) 


su, [I i, Pis 
' кА 


1 
наза, Са) g 


и 
уза 
w Пра 0 
іл 


=“ Пр г аа, 


=+ fst 


SPC Sin, E(t) =, 06, 20) =i) 
Хий, 
定义 2.1,4， 关于 过 程 X= (z(t)), 称 自 i 可 到 ij, HOH f fÉ 
t>0, 使 ii(t)>>0( 换 名 话说 ,piy(t) 关 0,6<t 之 oo0), 称 1 与 1 互通， 


. зг. 


WRA iTA) ЕН НИГӘ, 如 果 对 于 一 切 PjE E, S ER, 就 称 
PO = (p (t)) TT 88, | 
定理 ?2.1.2。 设 平稳 过 程 X= {z(t)} 的 转移 矩阵 为 PCD)= (pi (t) 
则 它 为 可 逆 过 程 的 充 要 条 件 是 P(t) 不 可 约 并 且 可 配 称 ， 
证 明 ”条件 的 必要 性 显然 ， 往 证 其 充分 性 。 因 为 P(+) 不 可 约 ， 
故 对 于 每 一 对 i,iEE 
limpi; (t) =v; (不 依赖 于 让 
存在 C71]。 设 P(t) 有 配 称 分 布 (41)， 对 (2.1.11) 的 两 边关 于 / 求 和 ， 
得 到 
u= шуу, СЄЕ) 
` Е 
于 是 由 控制 收敛 定理 知 
u= Ушу lim palt) 
jeB i 
= шушаш GEE) (2.1.15) 
Е 


RE hEm.. AXA, 
S2.2, . Q 过 程 ， (Же) 


我 们 知道 ,对 于 过 程 和 = {z(t)} 的 转移 概率 矩阵 P(t) = (pi KD), 
TARR 


на 200093 -gy ; (2.2.1) 


є-% 
存在 ， 而 且 
Ogo (HFs]), 
. 32 °. 


Og ~ quK +оо, 


У а:<0. 


当 9<co(iEBE) 时 , 称 过 程 是 可 微 的 , 并 称 8 = (qiy) 为 过 程 的 密度 矩 
阵 ， 而 过 程 X(o) = (202,0), t220) 则 简称 为 C 过程 ， 以 表示 它 与 
&@ 有 (2,.2.1) 的 关系 如果 两 企 Q 过 程 有 相间 的 (pi(t)， 我 们 将 它 
视 作 同 一 8 过 程 ， 故 在 下 面 ， 我 们 也 将 满足 (2.1.1) 一 一 (2.1.4) 和 
(2,2,1) 的 (pis(t)) 或 其 拉 氏 变换 (pi;(t)) 称 为 Q 过 程 。 

Ж 2,2,1. ЖИЙ ЖЕЕ ХЕ ИРИ О = (а) ЖОШ, MRO 
满足 


0<quy<co，0<4qi 一 -gj<oo， 补 0 和 0 G€ E) 
т р 


(2.2.2) 
如 果 还 有 
Zaa = 0CYiEE) 《2.2,3) 


ДОРО. о, 

显然 ， 每 个 可 微 过 程 的 密度 抢 阵 是 Q 和 矩阵。 ЯМЕН. 任 给 一 个 
9 和 矩阵， 是否 存在 一 个 8 过 程 ? 如 果 存 在 , 那么 恰好 存在 一 个 8 过 
程 的 充 要 条 件 是 什么 ? 这 两 个 问题 已 在 文献 [1]， C2) 和 [35 中 彻 钻 
解决 。 研 究 2 过 程 的 实际 意义 在 于 ， 我 们 事先 所 知道 的 往往 不 是 
(pis(t)) ,而 号 它 移 密度 矩阵 Q。 

现在 回 到 我 们 的 可 逆 过 程 自然 要 问 : 对 于 第 定 的 9 短 隆 ， [1 
平稳 又 可 道 的 9 过 程 (以 下 简称 为 可 省 @ 过 程 ) 是 否 存在 ? 如 果 存在 ， 
恰好 存在 一 个 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

本 章 内 研究 保守 的 8 矩阵 .因此 ， инанан, 
ЕАН. 
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`82.3. [ОЖ 


定义 2.3.1。 如 果 存 在 正 分 布 U= (ui)， 使 
Wi =ujzqa (i,jEE) (2.3.1) 
成 立 ， 则 称 Q 是 可 配 称 8 短 阵 ， 而 U = (wi) 器 做 8 的 配 称 分 布 
“由 定理 3.1.1. 立 即 得 到 
定理 .3.1。 每 一 个 可 乾 Q8 过 程 的 0 矩阵 是 可 配 称 的 ， 
定义 2.3.2。 对 于 i,jEE, 车 存在 E 的 有 限于 集 {i1 і, L} 
使 1 


Qui, 220 (2.3.2) 


WELT ABIA КСЕ, iborot ЈО АВЕ —Ж Жз 
天 则 , 称 i 不 可 达 j, 并 记 作 i л. АЈ А Wi j 互 达 ， 
эмал. Нелі, ШЖ ҤЕ SGK, НЕЕ. 
定义 2,3.3。 BATEN, IEE, ixj; ЖАА, ЖА 
inj, MOHT yh QER; ЖАНЕ, Є E, В іх), 则 称 
ожно. ` 
‚ 设 9 和 矩阵 9 是 可 分 块 的 ,如 果 对 于 一 切 jiE E ta MIN CIR 
” 们 把 幸 独 作为 一 类 ;如 果 有 jc ,使 ! 一 ,我 们 把 ;和 j 归 入 同一 类 。 
这 样 ,我 们 就 把 BE 分 成 | 了 | 个 (D 为 有 限 集 或 可 列 集 ,| 了 | 为 集 了 的 基数 ) 
互 不 相交 的 非 空子 集 B1(1E D) 之 并 ,使 得 对 于 fiE E, СЕ, is], 
A мј, ВВ latio NES. 我们 把 Q= (qi 
(bjEEi) 叫 做 @ 的 始 约 子 块 。C 既 约 当 且 仅 当 D 只 包含 一 个 元 素 。 
定义 2.3.4。 ШОЧ ЖОНЕ, ЖП, i, Q, Lo IAE 
‚зр 


中 的 从 i 到 j 的 一 条 路 ， 则 а 


ау, зе а ааа (2.3.3) 
MATERI BECI Dis ба, ees Lo D28898, ARTATI 的 
一 切 路 都 有 相同 的 示 己 数 ， 则 称 从 i R 是 可 示 性 的 ， 并 把 这 个 共同 
WBA RANAR RER ENTE ИЕЗИ, О, 
从 ;到 ;都 是 可 示 性 的 ， 则 称 9 为 可 示 性 的 Rn) 称 为 @ 
的 示 性 矩阵 。 

MRO AMENI ШЕН Ж я, Йан +оо, Myra = L 
天 则 ,ru 无 定义 ,但 为 方便 ,此 时 我 们 约定 r=1, 并 且 还 称 8 为 
可 示 性 的 。 

定义 2.3.5。 设 8" 为 2 的 既 约 子 块 ， 若 


пу = (у, )7'>0 GEED (2.3.4) 
@ 

Улу =1 А (2.3.5) 

© 

mq = луди (ЫЄР) > (2.3.6) 


则 称 84 为 完全 可 示 性 的 ，(T5) 称 为 它 的 示人 性 分 布 族 。 

定义 2,3.6。 设 @ 为 可 分 块 @ 矩 阵 , 若 Q 的 每 一 个 既 约 子 块 0 
(qis，1，j EE1),(1ED) 都 是 完全 可 示 性 的 ， 则 称 8 为 完全 可 示 性 Q 
E. OOHRS”, EEDA m, i EE}, CED) 
叫做 2 的 示 性 分 布 族 。 

定理 2.3.2. ОЗОНЕ АЕ, CE 完 全 可 示 
ж. i 

ER i 充分 性 ， 

. 35. 


设 0 是 完全 可 示 性 的 ， 任 渤 0/>0(1 ED)， 台 v= 
Wi=o (GEE, LED) Е 
显 见 (wi) 为 一 个 正 分 布 ， 且 
чіз=ид3 G, jEE) 
于 是 8 是 可 配 称 的 ， td 
i) 必要 性 ， 
设 8 是 可 配 称 的 ， 即 存在 正 分 布 (44), 使 
Wiqis=uiqit (і, JEE) 
于 是 ， 对 于 任 一 对 i,i EE， 有 
Qij=0 <> qn=0 


1, 养 令 
(2.3.7) 


(2.3.8) 


(2.3.9) 


(2:3:10) 


НИО. паматаналженятен, 对 于 


阶 数 之 2 的 子 抉 0= (qu, 1, J€E,), ME 


Wiqis=uiqs (i, JEE; (2.3.11) 
WC, i ias, “5 b, 四 是 一 条 从 i 到 j 的 路 Се], KIR 
路 一 定 存在 ), 于 是 
г UKUPAK UU 
ЕЛИТИ 
ау: Gi, ан, 
qa, Gii IN 
ga эру. у Es 
ш. tu, и; 
‚=. адау U 
н; 


тнв," 
的 ， 并 且 它 的 示 性 矩阵 (ma ONTE 
。36 ° 


ию диирин, BUO ET R tE 


p= >0 G, jEB)) (2.3.13) 


而 且 
Di КЕ *2.3.14) 
И ы Чі 
m t= Cr убуз! = >0 (2.3.15) 
а iE u; 
& 
Z u; 
Z. ss —=1, (2.3.16) 
f Du 
= 
H 
` "° wana ШШ (2.3.17) 
Я Su, 
及 (2.3,9) 知 Фф 
d miqa = nVa, (1, JEE) (2.3.18) 


отл. РО НОИ. 定理 的 证 明 
ЖЕ." 

定理 2.3,3。 ШОУГ ОЕ, 则 8 的 配 称 分 布 唯一 的 充 
要 条 件 是 ， 它 是 既 约 的 。 在 @ 的 配 称 分 布 瞧 一 时 ，& 的 配 称 分 布 就 
是 8 的 示 性 分 布 、 在 8 的 配 称 分 布 不 唯一 时 ，Q 就 有 无 穷 多 个 配 称 分 
布 ， 它 们 可 用 如 下 方法 全 部 构造 出 来 ， 任 选 01(1€D)， 了 > v1 =1， 


则 
. 37. 


maun (GEE, LED) 
是 8 的 一 个 配 称 分 布 。 
证 明 注意 定理 2.3.2 的 证 明 的 前 半 部 分 ， 立 得 我 们 的 定理 。 
对 于 一 个 给 定 的 8 和 矩阵, 如何 判 定 它 是 否 可 配 称 ? 在 可 配 称 时 ， 
如 何 求 出 它 的 配 称 分 布 ? 定理 2.3.2 和 定理 2,3.3 告 诉 我 们 ， 只 需 考 
虐 它 的 每 一 个 既 约 子 块 便 已 足够 。 指标 集 忆 ,只 含有 一 个 元 素 的 情形 
是 不 足 道 的 ， 指 标 集 B; 含 有 有 限 多 个 元 素 的 情形 也 好 办 ， 因 此 ， 我 
们 只 考虑 指标 集 含有 可 列 无 穷 多 个 元 素 的 情形 。 为 叙述 方便 ， 无 妨 
RE = 号， 即 只 考 感 既 约 @ 和 矩阵 。 
定理 2.3.4. 设 & 是 一 个 完全 可 示 性 的 既 约 9 矩阵 , 它 的 未 性 矩 
отч), ЮЛ (и), ШВИ Ж: 
O< <o (i,jEE) (2.3.19) 


т. Ci, jEE) (2.3.20) 
rnras=ry (Ї,}СЕ) (2.3.21) 
Уә JEE) ` › (2.3.22) 
ш Ст, (jEE) (2.3.23) 


ЖЫЙ 由 定理 2.3.2 的 证 明显 见 本 定理 成 立 。 ; o 
如 果 qis>0 (PiEE)， Ил ЕРЕЕН MOMENI я ват 
得 到 ， 


r=. (bjEB) (2.3.24) 
qi; 2 
ЮЛИЙ ЖЕЕ АИЫ 
R=Q07+Q 0.3.25) 


此 处 07 表 9 之 转 置 ， 而 + 号 表示 逐 元 相 除 。 
+ 38 。 


同 离散 参数 情形 类 似 ， 我 们 也 有 

定理 2,3.5。( 翻 除 判别 法 ) 设 2 是 一 个 元 素 全 部 大 于 = JQ 
阵 ，R 是 由 (2.3.24) 所 得 的 狠 除 矩阵 ， 则 8 可 配 称 的 充 要 条 件 是 R 满 
足 (2.3.19) 一 (2.3.22)。 

证 明 ”由 定理 2.3.2 和 定理 2.3,3 知 条 件 是 必要 的 . 往 证 充分 性 。 
取 定 i, EE， 并 令 


ш=ти,/С Б тм, (2.3.26) 
Г 


ЖШН (2.3.19) 和 (2.3.22) 知 (Wi) 是 一 个 正 分 布 ， 由 (2.3;21) 和 和 
《2.3.24) 知 I 


нану = а (2.3.27) 
9: 


м шј = ибн 

即 & 是 可 配 称 的 。 定 理 证 毕 。 
йй?” 〈2.3.26) 表 明 ，(z) 可 从 R 的 任 一 列 归 一 化 得 到 。 
2° 由 (2.3.20) 知 


u= 


= (D rara) EC aD 
ты 2 i > š 


从 而 (2.3.26) 与 (2.3.26) 一 致 。 а 
我 们 注意 ， 如 果 @ 的 非 对 角 线 上 的 元 素 全 部 大 于 等， 则 对 角 线 
上 的 元 素 也 都 大 于 符 。 如 果 非 对 角 线 上 有 睾 元素 ， 册 定理 2.3.5 失 
歼 。 此 时 该 如 何 处 理 呢 ? 为 此 先 引 入 
* 39 + 


吓 义 2.3.7。 设 4= (u ERENER, A 


а/а; >20 
b, [+= @з=0, an>0 (5) _ 


Ы аз=@йд=0 
bii= 1, (2.3.28) 
此 处 * Ш{й Жил. ЖЕ 
B(A) = AT + A= (bi) (2.3.29) 
B(4) 叫 做 4 的 翻 除 似 阵 。 


在 实际 中 ， 我 们 可 以 形式 地 使 用 翻 除 似 阵 来 求 既 约 拭 阵 Q 的 Ж 
称 分 布 ， 对 于 给 定 的 Q@， 先 不 管 它 是 否 可 孔 称 ， 按 (2.3,28) ЖШ 
B(Q), 在 不 定 元 * 处 按照 (2.3.19)~(2.3.21) 的 条 件 填空 ,车 所 有 的 
* 处 均 已 填 满 ,所 得 的 矩阵 满足 (3.3.19)~(2.3.22)， 则 可 用 (2， 3.23) 
算出 (41)， 然 后 检验 (wi) 是否 满足 (2.3.1)。 


#08) 设 6>0。 
je j=i+1 р 
во {dr dr Den .= . . (2.3.30) 
i+1 j=i-1 
即 
-e7 d 0 07 0 o 
1 —(1+2e"%) 267% 0 0 oe 
0 O  —G+3e) 3? 0. 
Q= 


0 2- 3. 2-63 + 467%) 467°... 


是 然 8 是 既 约 的 。 它 的 翻 除 似 阵 是 
4. 


£ a ` 


BO -| 1 t 
єт 
E ANTNIN 


依照 (2.3.19) ~(2.3.2D 的 要 求 ,把 * 处 填 上 《【 这 里 使 用 条 件 
(2.3.21)， 即 R 的 各 行 ( 列 ) 成 比例 )， 得 到 


т S 


这 个 R 显 然 满足 (2.3.19) 一 (2.3.22)， 再 由 (2.3.23) 得 


иу (БЛ! = (10)e (2.3.31) 
容易 验证 
шз = издин 
故 8 可 配 称 并 以 (ui) 为 配 称 分 布 。 
现在 ， 命 
кро) = 892 С,ЈЄЕ) (2.3.32) 


入 十 Qi 


pi; э) = У рро) 1,7 Е) (2,3,33) 


рО) = УрО) (i,j€EE) (2.3.34) 
ЖОО) МЕ. 


定理 2,3,6。 设 8 是 可 配 称 的 ，(wi) 是 它 的 一 个 配 称 分 布 , 则 
ШР О = u pp О) G,J€E, М>0) (2.3,35) 


. 4. 


发 之 ,车 (2.3.35) 成 立 ， 则 8 可 配 称 。 
证 明 熟知， 由 (2.3.32) 和 (2.3.33) 可 推出 (2.3.34)， 而 且 


npa) = 
05; = (2.3.36) 
иы DI (A) Gs 
py О) = _ (2.3.37) 
# a= paz 2.3.38) 
re) BPP) (2.3.39) 
从 而 
Ыы 42.3.40) 
当 n= 0 时 ， 
аду = р to ёз. Шу ë 
PIPA) = ру Wi Жүй "6 
Di ро 
Ый агы г .3. 
2.  ] (2.3.41) 
假若 m FA 
TP =P (2.3,42) 
则 
TOM = pO) Y ZL 《由 (2.3.38)) 


= SA qan O ‚ну i (5.4 38 
р ты ҮШ я (由 (2.3,33)》 
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е4 x; 
= х0). ш (由 (2.3.42)) 
txj а + ` 


m 
p: 2 “二 (由 (2.3.38)) 
ixj * 


а Di (Aqa 2 
Z > À +q; 


=P UQ) (由 (2.3.37)7 (2.3.43) 
于 是 对 于 任 一 非 负 整 数 4， 有 


ШУ SPPA) (1,36 E) (2,3.44) 
Am i | 

了 (CD =ч) 《2.3.45) 
由 (2.3.40) 和 (2.3.45) 得 

рее) pp (A) | 9. (2.3.46) 

u w 

即 

шарт) = шуру") ° (2.3.47) 


于 是 定理 的 前 一 项 断言 得 证 ， 后 一 项 断言 是 显然 的 。 


82.4. 可逆 QQ 过 程 存在 准则 


定义 2.4.1，。 若 方 程 
Au- Учуш =0 (4>0) } 
0<u,<1 (GEE) 
无 非 零 解 ， 则 称 8 是 零 流出 的 。 


《2.4.1) 


“43+ 


定理 2.4.1。 TEO 过 程 存在 的 充 要 条 件 是 ， 8 是 可 配 称 的 并 
且 下 列 两 条 之 一 成 立 。 
i) ОЕША 
H) @ 的 每 一 子 块 都 不 是 零 流出 的 。 
TR ( 工 ) 必 要 性 ， 
HAUIA (pi;(t))， 则 由 定理 2.3.1 知 0 是 可 配 称 的 。 т 
面 分 两 种 情况 讨论 。 
1° Q 是 零 流出 的 。 
ROEA, Mh Q 是 零 流出 的 可 知 ，@ 的 每 一 块 еар 
i, ЈСЕраєруьаФ н, пареа ЕЖ. 
Жи, h EDD， 地 1,， 注 意 这 时 Q8 过 程 唯一 知 
pi{t)=0 СЕЕ, JEE) (2.4.2) 
АШ 
lim ps(t) =0 GEE, JEE) (2.4.3) 


ер озал. (ЭКУ (ри (уН. BrULQ D JE 80 
的 。 

2° Q 不 是 零 流出 的 。 

车 存在 IE 了 ,使 8 的 一 决 C”…= (ii, ТЄ BE/) 是 堆 流 出 的 ， 则 由 
& 不 是 零 流出 的 可 知 Bi Е, TÆ 


рибу") ` 0, ЈЄЕр (2.4.4) 
且 

У ри) DoD O AD 

E iE; B 
从 而 . 

pi (t) =0 СЄЕ;; JEE) 1 (2.4.6) 


. 44. 


所 以 


lim pis(t) =0 G8eE;,J eE) (2.4.7) 
所 以 (pif 无 平稳 分 布 ， 但 这 与 (Bt)) 可 过 矛盾 ， 从 而 0 的 每 ~ 
块 都 不 是 零 流出 的 。 
с) 充分 性 ， 


设 8 是 可 配 称 的 ， 下 面 分 两 种 情况 讨论 。 
1° Q 是 既 约 零 流出 的 。 . 
以 (4) 表 示 Q 的 一 个 配 称 分 布 ， 于 是 由 定理 2.3.6 知 


u pp (À) = шур") (2.4.8) 
由 9 是 既 约 堆 流出 的 知 ` 

ру") 0 G, JEE) ° (2.4.9) 

Piatt) = р) G, JEE) (2.4.10) 


由 定理 2.1.2，(2.4.8)，《k3.4:9) 和 (2.4.10) 知 (piz(t)) 可 逆 。 
2"， 史 的 每 一 子 块 都 不 是 零 荡 出 的 。 


令 : 
mQ) = 1-42 р" О) (GEE) (2.4.11) 
iQ е 
роб) =р'0о + РОШ грев) (2,4,12) 
еру, Оо), | Wa 
ШОКЕ РИВШ а 
20020 GEE, М0)... (2.4.13) 
Бе КГ жыш 


Kx (A) 一 2 qiz (M) = 0, А0 
EROSI ЕЕ 


} бев (ад) 
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ж) а) + (0-Х POEA =0 (2.4.15) 
ÀM b>0, (EE) 

EEN SrA, TEB (2.4.14), (2.4.15) 以 及 定理 2. 3.34 
A) -= Zh OQOq =0, ^о } 
6,0020, BY 


GEE) (2.4.16) 


Бо) и) + QD Б 0р7" =0, X, u>0 


GEE) (2.4.17) 
于 是 由 (2.4,13) 及 [53 知 (2.4.129 8 (p О) ОМИ, 
并 且 ， 


pi (A) %0 (>0， i, JEE) (3.4.18) 
шаі) =u; pa (À) (020, i, JEE) (2.4.19) 
故 由 定理 2.1.2 知 (Diy(X)) 悬 可 逆 的 。: 
定理 的 证 明 北 告 完成 。 


82.5. 可 逆 Q 过 程 的 一 个 充分 性 判 据 


先 看 最 小 G 过 程 的 可 着 性 。 
定理 2.5.1。 最 小 2 过 程 可 道 的 充 要 条 侍 是 ， 
Ci) 8 过 程 唯一 ! 
Gi) Яро 
同时 成 立 。 
证 明 《II) 必 要 竹 ， 设 最 小 @ 过 程 (D8"(t)) 可 道 ， 则 由 (2.1.2) 
知 (i) 成 立 。 由 定理 2.3.1 知 2 可 想 称 。 我 们 说 ,， Q ЖАША. W 
+ 46 • 


则 ， 存 在 ? JCE, $ i 
ph (t)=0, Е: (2.5.1) 
于 是 


ит 07°) = 0. (2.5.2) 


这 与 可 逆 过 程 (pM*(t)) 的 平稳 性 相 矛 盾 。 

OD ЖАНЕ, ОЕР ЙО, 故 由 所 设 条件 及 定理 2.4.1 的 
i) 知 可 雍 9 过 程 存 在 。 并 且 这 个 可 逆 8 过 程 就 是 最 小 Q 过程。 定型 
得 证 。 j 

下 面 给 出 2 过程 唯 一 的 一 个 充分 性 条 件 。 

定理 2,5,2。 设 有 正 分 布 (ti)， 使 得 


Ci) Buigis=0 (2.5.3) 
Gil) х uyg (2;5.4) 


则 由 @ 和 唯一 决定 一 个 可 道 9 过 程 ， 它 即 是 最 小 9 过 程 ， 
: 法， 条件 ( 芋 ) 有 很 明确 的 概率 意义 。 一 个 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 

程 平均 跳跃 频率 有 限 的 充 要 条 件 是 (ii) 成 立 。 详 见 C4]。 

证 明 B P) = (p39”(t)) 是 8 = (4i;) 所 决定 的 最 小 过程 ， 


则 $ 
E pençe) =ОР"“@) poitjQ SO C (2:5.5) 
жн ш, | 
Bo <i ` < (25.6)... 
由 (2.5.3) 知 
E E urapi t) =0 (2.5.7) 
2 & 
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即 


Du qa ppo (t) = 0 77 (2.5.8) 


出 (2.5.5) 和 (2.5.8) 得 


а (2.5.9) 
又 因为 

Арту (t) 

59 |< 2 (2.5.10) 


所 以 由 (2,5.4)，(2.5.9) 和 (2.5.10) 得 


+(> има) = uc pr (t) =0 (2.5.11) 
< at 


dt 
因此 、 
ирга) = w (常数 ) GEE) (2.5.12) 
邻 1 一 0， 依 控制 收敛 定 再 得 ` i | 
КЕ? ЧєЁ)` (2.5.19 
由 此 可 见 
及 PR (的 =1 
, сла ду mm 


ЖЕТОН EE —, НЕ, 
тш ншон лася, жезла 
比较 方便 的 。 
定理 2.5.3。 设 Q= (qi;) 是 一 个 既 约 8 矩阵。 假定 存在 一 个 下 
分 布 U= (wi)， 使 得 ИКУ 


(4) qu = иан Ci, jEE) (2.5.14) 
dii). X uq; <oo I А (2.5.15) 
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则 由 Q 和 DU 唯一 -决定 一 个 可 逆 9 一 过 程 (Pi;(!)), 它 以 Q 为 密度 矩阵 ， 
以 为 平稳 分 布 。 并 且 这 个 可 逆 过 程 就 是 最 小 8 过 程 。 
证 明 由 (2.5,14) 和 和 (2.2.3) 得 


D ша = У uig =t Хал=0 (2.5.16) 
故 由 定理 2,5.2 知 8 过 程 唯一 . 设 为 a) RA 2.5. ORE 
2.5.181(pu (tD аЙ. i 


例 考虑 第 三 节 中 的 例子 。 
je рат 


a= | -ds genes, j=i Gj€E) (2.5.17) 
JED 191-1 
由 本 章 §2,3 中 知 ， Q 上 既 约 可 配 称 。 配 称 分 布 是 


u;=(1-e"be#n GEE) (2.5.18) 
因为 ， - 
У из D (1-е7%)е-!] + Q + e 


= 全 
à > (2.5.19) 
芍 定 理 2.5,3 的 条 件 满足 。 因 而 Q 叭 一 决定 一 个 可 送 Q@ 过 程 。 
在 本 节 之 末 ， 我 们 给 出 可 逆 C 过 程 的 有 趣 的 结果 。 
定理 ?2.5.4， 设 @ 可 配 称 ， HAUDAN. IWP) 
是 唯一 的 既 满 足 柯 民 向 前 微分 方程 组 。 又 满足 lm pu (t) =4; 的 9 过 
程 。 那 么 ， 以 (a,) 为 平稳 分 布 的 可 道 C@ 过 程 唯 一 ， 它 就 是 (Pix(t)。 
Ши < Ee еа 


ис) = ри). ` овар 


ШЕ: 6 


1300) =u, pu (的 之 0 (2.5.21) 


x u 1 
Ф) = Ad Л t= — t 
> р = > s Pa (t) z; Zuma ) 


“z Е 


===] (2.8.22) 
~ и) u 
pis(t+s)= tt) 


= Е pa (tps (s) 


ш 
= z (брао (ыо ) 


= Б Pals) Past) (2.5.23) 


< 
~ , и; М 4 
р 00) = qa = qa (2.5.24) 
= 
Pas (t) = іру (t) 

и 

=L q apa (t) 
ш 1 Eia ha Š кошт" 


= 去 ud] pai (t) 


(бт 
= 5 раба i (2.5.25) 
а i 
lim pu) = 2 lim p(t) =u; (2.5.267 
ш, >= 


Ый, (Фи) 也 是 一 个 胎 满 足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 、 又 满足 
"50. 


lim pot = 的 89 过程。 由 定理 的 假设 条 件 名 


TD = pi (t) ` (2.5.27) 
由 (2.5.20)，(2.5.27) 和 (2.5.286) 即 知 (pis(t)) 可 道 . 定 理 得 证 . 
系 。 设 C 既 约 可 孔 称 ， 以 (us) 为 配 称 分 布 ， 又 设 (Piz(t)) 是 唯一 
的 满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 8 过 程 ， 并 且 limpi (tD =u; . ЖА, 
唯一 可 能 的 可 逆 Q 过 程 是 (p (1). 


82.6. 可 逆 单 流出 Q 过 程 


在 讨论 本 节 的 主要 结果 之 前 ， 我 们 先 建立 一 条 一 般 性 定理 。 这 
条 定理 以 后 将 反复 用 到 。 . 

定理 2;6.1,， 设 (Pt)) 为 一 @ 过 程 , 它 是 可 逆 过 程 , 则 对 某 一 
对 !, JEE 


ру! з= Уфы) ‚ (2.6.1) 
* kB š к " 
成 立 的 充 要 条 件 是 
лб Ерулан (2.6.5 


12 
EA 以 (wi;) 表 可 逆 8 过 程 (pi;(t)) 的 平稳 分 布 ， 则 


рата (рио y 


u, и, 
Epis (t) =  арау (t) 
i 4ш о. 


н 

К 1 А zi 

= S Prau ipt 
6 i ki уч 4 ) 


51s 


= Z Palar 
з 


于 是 由 (2.6.1) 推 出 (2.6.2)。 反 之 亦 然 。” 
` 定理 2.6.1 表 明 ,每 一 个 可 邀 9 过 程 (9 保 守 ) 同 时 满足 柯 氏 向 前 ， 
向 后 微分 方程 组 。 应 当 指出 ， 这 个 定理 并 不 需 守候 定 9 保守 ， 它 对 
于 非 保守 情形 也 是 对 的 。 
作为 研究 可 逆 8 过 程 唯一 性 准则 的 准备 ， 本 节 研 究 一 类 特 丈 的 
ЖО. 
定义 2,6,1。 ТРОО = (д0), ЖН 
-Samu=0 (>0) 
i . | So 02.8.3) 
osusi GEE) „ЛА 
上 只 有 一 个 线性 独立 的 非 零 解 ， 则 称 @ 为 单 流出 的 ,这 时 称 9 过 程 为 单 
流出 9 过 程 。 | 
本 节 的 目的 是 ， 对 任 给 的 一 个 单 流出 8 矩阵 ， 给 出 可 逆 单 流 出 
8 过 程 存在 的 充 要 条 件 ， 并 且 在 可 过 单 流出 Q .过程 存 在 时 操 它 从 全 
部 单 流出 过程 中 区 分 出 来 。 > 
定理 2.6.2。 任意 满 足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 单 流出 9 过 程 有 


表现 . 
pu Q= pry + AR | 0.6.4) 
ё 
др ореол, T 
HASIAZ "QO GEE) (2.6.5) 


是 (2.6,3) 的 叭 一 (精确 到 常数 因 于 ) 解 ， 而 6;() 满 中 
к Y . 


MQ) DENG = 0 
= | (2.6.6) 


EASO, ZEMO 5 


以 及 
Бу) ш) A-D ХЫВ) = 0 
| >20, и>0) (2.6.7) 
uso GEE, А>0) (2.6.8) 
证 明 W5 
下 面 是 可 逆 单 流出 8 过 程 的 存在 准则 。 
定理 2.6.3。 设 Q 是 单 流出 2 矩阵 ， 则 存在 可 逆 单 流出 过 程 的 
ЗЕРО ty ПЕ ЕИ. 


证 明 ”由 定理 2.4.1 证 骨 的 最 后 一 部 分 可 见 ， 如 果 @ 是 既 约 可 配 
称 的 单 流出 矩阵 ， 则 


re Q А EA EA шу 
Pi (À) SPRA) + RE za QO, 


z QO8 (A) 

YE OO (2.6.9) 
HFE =н), ОСЕ) ри НОТЕ, АИ Ж 
件 是 充分 的 。 往 证 必要 性 ， 

因为 2 单 流出 ， 故 可 找到 Єр, іЄЕ, # 


У) a*l (2.6.10) 
ФЕ, 
Отан, WAERED, hèh, ТЕЛИН, 
G) # 


X mays GEBR) (4.6.11) 
Е, 
is 


= pRO (À) + 
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则 易 证 这 与 9 为 单 流出 矛盾 。 
ш) ж 之 р") GEE) (2.6.12) 
б іе), 


刚 对 于 任 一 可 逆 单 流出 9 过程 (Diy(t))， 有 

Pu(t)=0 GER, JEE) (2.6°13) 
从 而 

limpu (t) = 0 (EE: 1EE:,) . (2.6.14) 


这 与 (pi(t)) 可 六 矛盾 ， 故 @ 是 既 约 的 。@ 的 可 配 称 性 则 是 显然 的 。 
定理 得 证 。 . 

-定理 2.6.4。 设 Q 是 单 流出 矩阵 ， 则 至 多 存在 一 个 可 北 单 流出 
ойж. 

证 明 12.6.3, ЯТАН МОЕТ, НЕ 
存在 一 个 可 逆 单 流出 8 过 程 。 我 们 已 经 有 了 一 个 可 赣 单 流出 过 程 
(2.6.9)。 假 设 我 们 有 另 一 个 可 逆 单 流出 过程 (Dy (%))， 则 由 定理 
2.6.1 和 定理 2.6.2 知 ， 


ВФ) = sa) + -AAEN 
х EA) 


GJC E,,>0) (2.6.15) 
ЕКОО (EE) 满 足 方程 
AEA- Bb)gs =0 


~ 2 PA | (2.6.16) 
бо) 20,0000, ZEMO 


644 


BD А-а Оор) =0 


һо, b>0 (2.6.17) 
由 上 式 知 ， 当 N40 时 入 ( 和 ) | 。 故 可 令 
© =lim8,Q) (2.6.18) 
在 (2.6.17) 的 两 端 命 )->0， 并 把 u 换 作 X， 得 
о) = EA SSO (2.6.19) 


Zaw- Е -g ба-а) 
u = Бш) (2.6.20) 
由 于 过 程 ( pu 036488, Ж 


нау) =u; (2.6.21) 
Шт À pp") = 0, lima) = 1，(2.6.15) 和 (2.6.21) 知 


= суон, (2.6.22) 
把 (2,6.22) 代 入 (2.6.19) 和 (2.6.20) 得 
Zoo = (up 
= (Ерб; -Aup A) ` 
=Z Жошуа азво» 
= (BE) | ` (2.6.23) 
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УО = УСУ на) 
Ë 392 


E 
= (ZO Унух) (2.6.24) 
а 570 
从 而 
z : TMT Ёна QO 
ри) = руе) + А 
АЎ Es) Zuma (À) 
а? 
ер» 2:002; (00и; z 
=р (k) + KE maer (2.6.25) 
к 
Pis (À) = pi (À) G, J€ E, А0) (2.6.26) 


所 以 ， 可 道 9 过程 恰 好 一 个 。 定 理 证 毕 。 
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第 三 章 ” 可 道生 灭 过 程 


жим ий KAE 
《长 沙 软 道学 院 》 《北京 业 范 大 学 》 


本 章 的 目的 是 ， 对 于 任 给 的 一 个 生 灭 矩阵 《双边 生 灭 矩阵 ) ,从 
一 切 生 灭 过 程 〈 双 边 生 灭 过 程 》 中， 把 可 逆 生 灭 过 程 〈 可 逆 双 边 生 
KA 区 分 出 来 。 第 一 节 研 究 保守 的 生 灭 过 程 ， 第 二 节 研 究 非 保 
守 生 灭 过 程 ， 第 三 节 研究 双边 生 灭 过 程 。 


83.1. 可 逆 生 灭 过 程 〈 保 守 情 形 ) 


矩阵 
= (a, +b) b, 0 ga 
а, -(G+b) . b, 0 
Q= 8:1; 
0 а, = (а. +b) ba ер 
其 中 420, b,>0 

3.1.2 
a,>0, b,>0 (=1, 2, =) } 


ЖОЕ, 相应 的 9 过 程 称 为 生 灭 9 过 程 。 本 章 头 两 节 所 研究 
的 9 过 程 均 指 生 灭 9 过 程 。 
` айж, мнз а, = 0 时 ，, 忆 gu = 0。 REZ, 当 且 仅 当 
` G. = 0 时 ，9 保 守 ， 当 ou 失 0 时 ， 忆 guy 拓 0。 称 0 为 非 保守 状态 。 
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定义 3.1,1。 称 非 负 实 数列 (4;》 HERERO, 如 果 
它 满足 


Wiqi; = W435 (3.1.3) 
-AER UD 叫做 配 称 分 布 ， 如 果 
Wi>0 GEE), уш=1 (3.1.4) 


定理 3,1.1. 对 于 每 一 个 生 灭 2 和 矩阵， 必 有 且 仅 有 一 个 〈 不 计 
常数 因子 ) 配 称 列 ， 它 就 是 标准 测度 (W), 


a } (3.1.5) 
证 明 容易 验证 03.1.5) ЖОШ]. 
反之 ， 设 (ui 是 8 的 任 一 配 称 列 ， 则 有 
ш-н = ша (21) 《3.1.6) 
TE 
ше Piztu, ai ош» ü, (i>i) 
5 
к=и, (3.1.7) 
便 得 
ш = ku, (i>0) 《3.1.8) 
定理 得 证 。 + i 
定理 3.1.2。 Q@ 有 配 称 分 布 的 充 要 条 件 是 
в= Ўш <= 3.1.8) 


izo 


@ 的 唯一 可 能 的 配 称 分 布 是 Сы) GeB), 
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证 明 是 显然 的 。 ` 
以 上 并 未 用 到 保守 性 条 件 ，c。 = 9。 从 现在 起 ， 假 定 此 条 件 W 
足 ， 我 们 直接 引用 [1 和 [2 中 的 定义 、 记 号 和 结果 。 


定理 3.1.3。 对 于 任 给 的 一 个 生 灭 矩阵 @， БАША КАЕ 
不 存在 ， 要 么 恰好 存在 一 个 ， 存 在 可 逆 生 灭 过 程 的 充 要 条 件 是 


}ш<оо. HEZ, ЖЕК= +оо, Хы<ев, 生 灭 过 程 唯一 ， 这 个 
唯一 的 Q 过 程 就 是 最 小 8 过 程 ， 它 是 可 六 的 ; 在 R<%， Уно 时， 
只 有 满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 那个 唯一 生 灭 过 程 

让 (有 有 (jh 
a5 m 


Pis A) = рр") + G,J€E) (3.1.10) 


是 可 逆 的 ;在 其 余 情况 下 ， 不 存在 可 逆 生 灭 过 程 

注意 我 们 这 里 的 包 (i) 与 (22 中 的 纪 (z1》 表 示 同 一 个 重 。 

ШН (1) #К=+оо, 

这 时 生 灭 过 程 唯 一 ， 它 就 是 《pfP(t))。 由 于 @ 既 约 ， 故 由 定理 
3,1.2 和 定理 2,5,1 知 (p3”《t)) 可 北 的 充 要 条 件 是 

Z<, 

(1) R<. 

由 ?3 知 ， 此 时 仅 在 $<co 时 存在 满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 Q 
过 程 ， 并 且 这 种 过 程 唯一 ， 它 就 是 


рибә = ра) + АЫ ала 
Жыш 


ЖАЗИ. ЗН Уш оо, ня 33.1.2 知 8 可 配 
称 ， 进 而 由 第 二 章 定理 2.3. 6 知 ORA ) 可 怀 称 ,从 而 由 (3,1,11) 
可 见 PUA ONER. X. 
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Pis O SPRON 0 (3.1.12) 
故 由 定理 3.1.2. 知 (uA HÜB. BERARO, Уш < +оо 
的 充 要 条 件 是 S<< + c 立 得 的 前 半 部 分 。 

定理 的 证 明 遂 告 完成 。 

在 C 3 ]，C 4 J 中 指出 ， 当 R= + co 时， ARIRAN HERR 
Ва. = оо, S< + co 同时 成 立 .实际 上 ,在 R= + сор} н X <: 
+ co 可 推出 >-= ос, Уш + oo 与 .< + co 同时 成 立 z- 就 是 正 
出 的 了 ， 这 与 R= +оо, 于 是 我 们 得 到 如 下 的 改进 结果 ， 

定理 3.1.4。 若 R = + ce， 则 过 程 遍历 的 充 届 条 件 是 

` Zu < +оо, 

它 也 可 由 定理 3.1.3 扒 出 ， 因 为 易 证 ， 在 R= + co 时 ， 最 小 0 过 
程 是 可 洲 的 充 要 条 件 是 过 程 遍 瑟 。 

下 面 我 们 来 讨论 平稳 分 布 和 可 送 Q 过 程 之 间 的 关系 。 

定理 3.1.5。 #Уш<о, Шш = уи у РАЯН 0 


fE 


过 程 能 且 只 能 是 可 逆 @ 过 程 。 
WEA CI) R= + co， 此 于 Q 过 程 唯 一 。 这 个 唯一 8 过 程 可 
逆 。 故 定理 成 立 。 
CI) RCo, Ju<o, 这 时 任 一 2 过 程 可 表 成 
Хар? Ое, +4& Qu, 
EI- + УЮ, 


Du Q) = p Q) +. (D 


(3.1.18) 
由 [5 ] 知 ， 其 平稳 分 布 为 
u Гауов + du; 


Sard Гына+а н» ° (3.1.14) 
ва ё 
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Ë 


如 果 
uz) 6: + du; u. 
@ 5 


Eu mart Ўр Sua (3.1.15) 
ан @ = 


于 是 
(RPA rata) Dua) = на Ги») (3.1.16) 


但 由 定理 3.3.6 和 定理 3.1.2 知 


WI, =u T;, (3.1.17) 
从 而 

Bi Гус =u; Жы Гыса сна)! (3.1.18) 
* a 

Ў Tart = const GEE) (3.1.19) 
47 = 0 时 ， 注 意 C 1 ] 中 的 引 理 2， 便 得 

Era) = Z (zo — хна» Í (3.1.20) 
38] = 1 时 

5 Габ» = (z. TG + Ere z uama 

(31.21) 

于 是 由 (3.1.19), (3.1.20) 和 (3.1.21) 得 

(Eo — Lo Hoty = (ze 一 mi)Hoan (3.1.22) 
所 以 

wo=0 (3.1.23) 


着 已 证 cu，ci，…，qs= 0.。 往 证 cot = 0。 在 〈3.1.19) 中 
令 j=s+1 与 s+ 2 得 


У (Ea TAMAR = (Te — Tere) йбн 
кз 
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+ D (=. -т)щар (3.1.24) 


于 是 
(Ea Los i); = (Ze — Lara Hst 1061 
(3.1.25) 
故 
в1=0 ， (3.1.26) 
由 数学 归纳 法 知 ak=0 (KEE) AOA ETHIE. E 
理 证 毕 。 


83.2. 可 逆 生 灭 过 程 〈 非 保守 情形 ) 


本 节 总 假定 ee >0, 在 引用 5 1 ] 中 结果 时 ,将 符号 ID 与 II "对 换 。 

定理 3.2.1。 当 且 仅 当 x 为 正则 时 存在 可 逆 8 过 程 。 而 具 当 2?。 
为 正则 时 本道 @ 过 程 唯一 ， 它 是 

mem + RD сны)” 68.2.1) 

证 明 ЭТОМ, Па >0 时 不 存在 不 中 断 且 满 
足 柯 氏 向 后 微分 方程 组 的 8 过 程 ， 所 以 ， 任 一 可 堵 9 过 程 , 必 不 满足 
柯 氏 向 后 微分 方程 组 ， 由 第 二 章 定理 2.6.1 知 , 它 也 不 满足 向 前 微分 
方程 组 。 由 [5 1 1 知 ， 在 x 为 自然 或 流入 时 ， 不 存在 噬 不 满足 向 前 也 
不 满足 向 后 微分 方程 组 的 Q 过 程 ， 故 此 时 不 存在 可 逆 8 过 程 。 

г ЖИШПН, Хш = co， 由 定理 3.1.2 知 9 不 可 了 配 称 ， 从 而 也 
就 不 存在 可 道 0 过 程 ， 

а ана 
方程 组 的 @ 过 程 分 为 两 组 ， 
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(°) 第 一 组 8 过 程 在 C1，§ 6 中 前 第 一 段 中 构造 出 来 , 总 结 于 
ERS ETER RE- TEGE, 由 ;不 中 断 及 C1， 定 理 5) 知 ,在 
琵 的 表达 式 中 的 qd: 和 qd: 应 满足 

d, =d,>0 (8.9.2) 
НТО ЕЕ ЕЕ ЙД ЛЛ (10) 个 方程 ， 于 
是 由 苇 的 可 逆 性 和 第 二 章 定理 2.6.1 知 , TL 所 代表 的 8 过 程 也 满足 柯 
氏 向 前 微分 方程 组 中 的 第 i 《〈i 半 0) 个 方程 。 于 是 由 [1，86，1?] 的 
最 后 一 个 式 子 知 x(zi) = 0 (150). нао 


alz) =0>0 (8.2.3) 
于 是 
galei) = Пу" (zi, 0)а ， (3.2.4) 
HC 1369 (2.22) Яй (3.1) 5л 
Пе, о) = ё. (3.2,5) 
" 
H (3.2.4) Яй 63.2.5) 得 
Баб) = 让 有 (3.2.6) 
° 
于 是 
Фано (айы) i 
П, =0,* p. sss (3.2.7) 
Martot ên, 1) 
HIL* IL ARY 5. 5 RHEA ar Ад 
@ 
э”? л (3.2.8) 
于 是 


“m =n, s, UDU A (3.2.9) 


м1-А1,3 ° 
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由 于 瑟 是 一 个 @ 过 程 ，(3.2.9) 右 端 两 项 都 是 对 称 的 ， 易 证 亚 是 一 个 
可 逆 @ 过 程 。 
0°) 第 二 组 CQ 过程 是 在 [1， 8 6 的 第 二 段 中 构造 出 来 的 ,总结 

于 定理 6。 车 本 是 其 中 任 一 可 逆 @ 过 程 ， 注 意 C1> 中 的 (6.53》， 由 DJ 
满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 第 i (i 二 0》 个 方程 和 C1， 定 理 6], 并 参 
考 [1， 定 殖 5 的 证 明 过 程 ， 易 证 

а(х) =aa(zi)=0 (50) (3.2.10) 
故 用 (3.2.10) 和 C 12 的 6.36) 得 

h'i=(0@, , 01) = ау (m )u(z, N+ (3.2.11) 
但 由 [ 120 (6.36) 知 

hj! = +оо (3.2.12) 
得 出 矛盾 。 故 这 组 @ 过 程 均 不 可 道 。 定 理 证 毕 。 


8$ 3.3。 可 道 双边 生 灭 过 程 


在 第 二 章 里 ,为 了 氢 述 的 方便 ,我 们 把 齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 的 
状态 空间 取 为 E= (0，1，2，…)。 其 实 ， 对 于 任意 的 可 列 集 E， 第 
二 章 的 所 有 概念 和 结果 均 可 保留 , 特别 ， 在 本 节 中 , 我 们 取 
E=(0,+1, +2, ==) ` 


РЕ Q= (ai), 
4з = 0, 11-1121, 
qii-i = 420, Фи: = b,2>0 | (3.3.1) 


qi= -Qu = ai + b, 
称 为 双边 生 灭 9 矩阵 ， 相 应 的 过 程 称 为 双边 生 灭 9 过 程 。 
下 面 总 假定 矩阵 8 是 一 个 双边 生 灭 8 和 矩阵， 我 们 将 直接 引用 [567 
中 的 记号 和 结果 。 
«065 ` 


定理 3.3,1。 每 一 个 双边 生 灭 9 矩阵 必 有 且 仅 有 一 个 《不计 党 
数 因子 ) 配 称 列 ， 它 就 是 标准 测度 0): 


марра а 
= 3 二 
варт» b= рэ brea 
w = аа, ірл | 
(8.3.2) 
证 明 (hi) 显 然 是 8 的 一 个 瑟 称 列 。 今 假定 《Ki) 也 是 8 的 一 个 

配 称 列 ， 则 应 有 

Шаа “нз йн GEE) (3.3.3) 
亦 即 

太一 Uratait1 ЧЄЕ) ‹3.3.4) 
当 i>0 时 ， 有 

ш раша е st 3.3.5) 
当 i<0 时 ， 有 

m= = tii = е ав и 53.3.6) 
令 

k 

e= a pz (3.3.7) 
便 得 

u; = kh 992] (3.3.8) 
ER, 


定理 3.3.2。 @Q 可 写 称 的 充 要 条 件 是 


u= Уш<о (3.3,9) 
ы) Š 
唯一 可 能 的 配 称 分 布 是 (ШЫ). 
证 明 是 显然 的 。 
在 [6 中， 以 苹 表 0 过 程 P(t) = (pi (t) IJITA 
n Q= [е eM(pi (t)/u;)dt (3.3.10) 


定理 3.3.3， 车 Q 可 配 称 ， 则 Q 过 程 P (+) MARERA E 
对 称 ， 
Пу) = Tl Q) (tJEE, 4>0) 3.3.11) ' 
证 明 因为 @ 可 配 称 ， 故 由 定理 3.3.2 知 4<<c"。 于 是 


PO) й <> Р» ау = риа) 


<>pu(tJ/u; = pn) /hi SIN A). 

证 毕 。 

直接 称 可 逆 Q@ 过 程 P(t) СЕРОМ) = (р; Q) ) 的 预 解 算 子 ID 为 可 
逆 @ 过 程 ， 我 们 的 问题 是 要 求 出 一 切 可 闭 的 过程 IT。 其 结果 是 
* 定理 3.3.4. 

G) Е. = +оо (0-1, 2) ЖНи< +co， 则 有 且 仅 有 一 
个 可 逆 的 9 过 程 ， 它 就 是 那个 最 小 8 过 程 ， 

(Чу ”如 果 R。= +, ( Худа, 1+ Жан уда: оо, 
ОЖЖ б» = 16а=1, 2) ,ӧаь=0 (азб) ) 并 且 Ro< + co,S,< + фо 
(озб). Маро, “JE 


д, 。 Б»®ь. 
m=i" + 
=, AEA lI А озар 
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Gi) WMPR.<+, S,<+ (а=1, 3), 则 有 无 穷 多 个 可 
ЖОНЕ, ПЖ 
п,=п,* + Entin Enta) 


En +1) ei 
及 
П, = IL" + Y rë”, (3.3.14) 
其 中 
Р" ( l+mU11 оа, Cy 
k =1+mU?}! 1+mU}? es 


т Ro < т, =r, 的 任 一 实数 ; 
i 
PE с. ). 
ЖАБ, ВЕЕ, | 
GV) 除 上 述 情 况 外 ,不 存在 可 逆 过 程 .( 这 里 的 记号 与 17 稍 有 
жй.) 
证 明 《〈i 因为 b< + оо, О, ХК. = +оо(а=1,2), 
` 知 @ 过 程 唯一。 由 第 二 章 定理 2.5.1 铝 有 唯一 的 可 着 9 过 程 Iv。 
ар 易 证 hb< + co。 事 实 上 ， 不 芒 设 e= 1， 此 时 ` 
СХШ Bari + ‹ PaE <, RHR < +o, 
5,< + сой У шоо, FÆL + co。 失 而 可 配 称 。 


由 Rs。< + оо, R= + co 以 及 @ 为 既 约 矩阵 知 ， @ 为 单 流出 的 县 
约 可 配 称 矩阵 ， 于 是 由 第 二 章 定理 2.6.3 和 定理 2.6.4 立 得 所 欲 证 。 
й) Жы + cp。 从 而 Q 可 起 称 、 在 这 种 情况 下 ， [6] 把 全 
部 8 过 程 分 成 三 大 类 ， 
(D 第 一 类 是 在 [1， 8 7] 中 构造 出 来 的 。 AERP TAO 
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过 程 ， 则 由 第 二 章 定理 2.6.1 和 瑟 不 中 断 知 ， 在 I 的 表达 式 中 必须 
a=0，di=ds， 即 必须 ， 


e p Ent Ên) PÈ + mEn) 
mam. pisn тамын EPS 3.3.16 
asia Е руво ра8 1) ‹ 2 


881, =I K’ =m 4 
(Pa = PE (8...) + (pi — Padana = 0 
G, JEE, X2>0) 


于 是 由 582 二 0 及 1; 与 8; 线性 独立 ， 得 
рі = р. (3.3.17) 


从 而 


T Et) (u Ë) 
п,=п, + .3. 
НЕП yatay (3:3002 


显然 由 《3.3.18) REHBERE, META. 

(2) 第 二 类 是 在 C6， 定 理 8.1] 中 构造 出 来 的 ， 由 于 这 类 过 程 不 
满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 ， 故 不 可 道 。 

(3) 第 三 类 是 在 C1, 定理 8.22 中 构造 出 来 的 。 若 IT 是 其 中 的 可 
道 @ 过 程 , 则 由 第 二 章 定理 2.6.1 及 鹉 不 中 断 知 ， 在 [I 的 表达 式 中 ， 
必须 SI = 5:1=1 及 RCa]=[0], 即 必须 


Th = I + Ch) восы? (3.3.19) 
其 中 
DN „ушышаш 
(1) 0 S (3.3.20) 
而 


m=( Mar 0 )0<М..<т-т G=1,2 
Ma 


(3.3.21) 
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注意 到 的 对 称 性 并 参考 《1》 中 证 明 p; = р; Я, Wam Ж 
HAER. 


WE ЗЫН М, = M,, =m, 
如 果 - Mi= M., =m, W 
1 -1 1 
m=m( Cs DELS) (3.3.22) 
СА ЕЛА KRT PRERE ИШ Н ЕЗ РАН ВЕ, A 
ЖИШШ. 
反之 ， 如 果 吐 为 对 称 矩 阵 ,， 即 田 = юу, HES m, 


U,=U; 8 

(( ppan Је m = m= 

=%( ( а > ) +0 )' (3.3.23) 
即 

x ( 23 -i jeum ) 

={ 22 Е )+ mu Ja 5 (3.3.24) 
于 是 

a(i OLOA i z (3.3.25) 
即 

( M. -Ma)-( Ма ~M: )(3.3.36) 

- Ms М, =- Mii Maz - 
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从 而 


M= М,.=т (3.3.27) 
故 在 C1，$ 8] 中 构造 出 来 的 9 过程 中 ， 可 省 的 0 过 程 为 
= JI" + CÈ ml) 《3.3.28) 
其 中 
1 -1 ч 
m. =m[ ( кд у=») ‚ (3.3.29) 


т Е О Ст ст, — r, 的 任 一 实数 .参考 С) PEAP, = p. 
的 过 程 ， 易 证 对 于 不 同 的 mm,(3.3.28) 表 示 不 同 的 8 过 程 。 从 而 有 无 
穷 多 个 可 逆 的 Q 过 程 。 

Gv) ” 除 上 述 情况 外 ,总 有 k= + ce。 由 定理 3.3.2 知 此 时 @& 不 
可 配 称 ， 故 不 存在 可 逆 的 8 过 程 。 

定理 的 证 明 遂 告 完成 。 

由 定理 3.3.4 立 得 

定理 3.3.5。 可 逆 @ 过 程 存在 的 充 权 条 件 是 , < + oo， 存在 不 
止 一 个 可 逆 & 过 程 的 充 要 条 件 是 ，R,<<+ оо, S.< + оо &=1, 2, 
ж 97 $£ B ОЧЕ. 
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第 四 章 ”二 阶 微分 算 符 导 出 的 马 氏 过 程 
RATATE 
Rit Ra 
Gak 


对 于 微分 算 符 
а= (aG )+b0 rea (4.1.1) 


其 中 
а(х):>0, (2) <0, а(х), Ь(х) ЖЕГИ, сбх) е, RME 
研究 9 导出 的 马 氏 过 程 的 可 逆 性 。 


$4.1. 边界 点 的 分 类 


算 符 (4.1.1) 有 形式 共犯 算 符 Q* 


О®*о = 


(а а) d EG) +о(а)о 44.1.2) 


本 节 把 Feller 关于 边界 点 的 分 类 直接 推广 到 显 含 ctz》 的 形式 文 
中 涉及 了 有 O) 的 情况 ， 但 必须 附加 条 件 ，Qu=0 有 严格 正解 
Манака Т Же эй, ОКН, (ау, lim со АВНЕ 
Ж, На(куу(ж)с(ж) EL(- оо, co)， 其 中 


w(z) -ezo| a ds (4.1.3) 


CE) жушс1)саж эй. 
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本 节 不 作 这 些 限制 )， 简 化 并 推广 了 fs? 的 结果 。 
本 章 出 现 的 w(x) 恒 指 (4.1.3) 中 的 含义 。 
BETE (注意 到 a(z)w’ (z) =b(z)w(z)) 
引 理 4.1.1. 
1° 对 任意 &(z) 有 (以 下 略 写 变 量 z ) 


м0и = Q*(wu) = (awu”)” + сун, 


2° 对 方程 
(А Qu = 0 
的 解 4 有 强 极 大 原则 ，x#(z) 无 正极 大 及 负极 小 。 
3” 对 上 述 解 k 有 


(awu! y’ = (— с)ми 
(a, с, W, инак), c(z), у(х), ибх)). 由 1” Ww 是 全 的 对 
称 化 梯子 。 又 车 4 是 非 负 解 则 oww“ 递增, 
引 理 4.1.2。 对 和 >>0， 方 程 


(0- 0)и= 0 (4.1.4) 7 
有 一 个 非 增 正解 ki:(*) RMA, ДЯ 

人 (4.1.5) 

u(0)=1, u(&)=0 (®>0) ЖА 


的 解 Ca) 的 极限 ， шаб) ки (0), (È>), HQH и.) 一 定 
满足 I 
1° (1-c(z))g (х)ж(х) EL(0, со). (ну € L(0,co)2, 
(1" 等 价 于 ， 对 任意 >0 有 @- c(z)) н, (z)w(z)CL(0, оо)). 
2° (ати; )(+ со) же lim azw(z)xi(z) 存 在 。 


完全 类 似 地 ， 方 程 (4.1.4) 还 有 一 个 非 降 正解 &:(z)， 它 是 近 值 
问题 
73+ 


и(0) =1, и(ё) =0 (6<0) 
ВЛ и.т) ЙДЕ , шр Сх) ки, (e) (6 со). WH u,(z) — E 
WE, 

1°° (1—-c(m))u,(z)w(z)€L(-ce,0) (因而 Ww EL( -00,0) 
1 等 价 于 ， 对 任 N>0,，( 和 -ec(z))w(z)w(z) EL- оо, 0)), 

z (awu;)( со) == lim a(z)w(z)us(7) 存 在 。 


同时 存在 常数 :>>0 与 cx<0， 使 


=. Ы ce, ds 
ta (z) =u (z) (É: a(s)w(s)u,(s)* +1) 


| (4.1.7) 
u (z) =u,(z) (Joas ar +1) 
证 明 
《4) 先 证 zi(z) 的 存在 性 ， 令 zx(z) (= co<z<eo) 为 Cauchy 


问题 


(4.1.6) 


(K< Q)u = 0, 

шс, Ш()=-1 @>0) 
的 解 ， 由 引 理 4.1.1 的 强 极 大 原则 可 知 ， 当 2z < B, шщ (z) > 0, 
и; (®)<`0.4 (л) = и,(т)/шщ(0), M E Ж (4.1.5) 的 解 ， 而且 
当 z<8 时 ，&it(z) 严 格 单调 递减 便 正 。 

ХЕ <6., Жил. (Otn, (0), ша (60) =0<иц, ED, 再 

由 引 理 4.1.1 的 极 大 原则 可 得 

Ri (TI Eu (I)SH (0)=1 (0<z<&,) 
即 &:e(z) 对 8 单调 递增 且 在 任意 区 间 [0, D (1>0) 上 一 致 有 界 ， 
而 极限 

иб) не тит) (0< z < +) 
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存在 ， 侧 且 因 上 it(z) 是 非 减 正 函 数 可 知 u Сх) ЕТЕК, Н 
u,(0)=1. 
另 一 方面 ， 当 z < 之 0 时 ,wis(z) 对 8 是 单调 递减 的 ， 这 是 因为 ， 
жй) ЖЕНИШ 
GQ- Qu = 0, 
йет; u(&)=0 (5, Г>0) 


ШИН, WI их) RARMAN ШЕШ, (л) HERR, Em) R 
.上 与 w1:(7) 满 足 同样 边 值 ， 因 此 


B.(z)/ 800) =uxn(z), 
HFE <E A: 


haD 1 ЧЕ: 


uin (= 有 = = = h 
щ, (0) и, 00) u, (0) uz, (0) 


=u (D 


由 Го DERETA uron, HERR. MNOM, 


u, (z) = limu (2) 


MERER. Hu (Ae <DE ЕШ фи ,(т){Е ~ оо Соор 
z 的 非 增 性 ， 
(B) EHu (EA u = 08. 
设 该 方程 的 基本 解 为 wi(z)，wa(z)， BEEE AREA 
Са, 有 上 线性 无 关 ， 故 矩阵 
[тч елен, сда 
Аа: S 2 
(сон, сае [тун 
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TR, Rinto, PEREC, Br 


Wie, (Z) =d,w (z) +8,w,(z) 
Ë un. (OE, ЖЖ, Ж 
[en анса [uawas 1, 2) 
所 以 


m a 
Cam, Вю) = АЦ» 
Jus (z)w,(z)dz 
存在 极限 “cu，8。)， 于 是 
ViZ)》=Cowi(z)+RBowa(z) (а<х8) 
即 在 cc，B8] 上 xi(z) 是 解 ， 但 <a，B0] 是 任意 的 ， 因 而 4:(z) 是 解 ， 
(C) 由 引 理 4,1.1， 取 4&1 为 x*， 两 边 积分 ， 并 注意 到 w(0) = 1， 
u, <0, Ai 
i | a- otau GOwGO4z = абу аиа -atomi (0) 
= a(0)u (0) 
令 y 一 co， 即 得 -eau (хўб) ELO, оо), WERF. F 
时 可 知 2" 成 立 。 
(D) 引 理 最 后 的 公式 即 Lion vitle 公式 ,对 此 公式 取 微 商 后 再 取 
z=0， 得 
c, =a(0)(u;(0) —и6(0))>0 
但 必须 c>, AEN u =u, AMAA &i(z) 一 常数 ， 此 与 4: 是 
Q-Q)u= ОЯ). ЖҖЮйЕс,= -cl 
引 理 4,1,3。 令 A(X)=Uiws 一 Usui， 则 有 ' 
a(z)w(z)A(z)=a(0)A(0) (4.1.8) 
ЖЫШ, {Ад(ш)у=и шщ uati MJ 
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a(z)w(z)Au (z) =a(0)Au(0) (4.1.8) 
于 是 在 5<z<8 上 ， 非 齐 次 方程 鹤 边 值 问 是 


уер g (8) 
и() =u) =0 


的 唯一 解 可 以 写 为 


1 Я 
u(z)= одобу (ws) sw gas+ 


жиш) Габона) (A.1.9) 
证 明 ЯЖ 
o(z)==a(z)A(z) 
满足 
b(s) 
| о 十 азу t=? 
所 以 


a(z)4A(z)w(z) = 常数。 
应 用 常数 变易 法 可 得 (4.1.9)。 


中 理 4,1,4， 
чиш! so), ык 600-90, O (4110) 
而 且 
> 
соглом 1.110) 


证 明 令 
a 77， 


z ds 
va) ү = фавти) 
s а(з)у (зи (5) 
Яо С (А – Q)u = 0 的 解 ， 而 且 和 wi:(x) 有 相同 的 边 值 ， 因 
ibus) = ui(z)。 但 是 显然 &:(z) 志 ts(z)， 所 以 当中 > + оор, 


` dz 
х вуг 而 且 (4.1.11) 成 立 。 


引 理 4.1.5。 4 
Q = lim &, (x), @, = limu,(z) 
则 @>>0 的 充 可 条 件 为 
1° 21-6100, =» 4.1.12) 
2° (G1-c(z))w(z)CL(0,oo), Н 


L ¿T 
a(z)w(2) fa = o(s))w(s)ds€L(0,co), (4.1.13) 


类 似 地 对 oz 也 有 根 应 的 结论 ， 只 须 把 + co 换 为 ~ co, 
证 明 
必要 性 ， 由 引 理 4.1.4 及 za(z) 之 递增 性 
~ ds 


шб) = Јалта ш) 


o а(5) м(з)и, (5)2 


(Е ds 

2 а(5)у(5)н. (5) ` 

р] сы зга 
s G(s)Ww(s)u,(s)2 


ТЕ 


HELTRE, WR 〈 当 z>0 时 ) 


z ds 1 f° ds 
f, Ws) <р]. пзу 0 G °) 
因而 &i(z)->0 G— +o), Rho DFE, KLEL. 
对 引 理 4.1,1.3° 两 边 积分 ( 取 w =н) 
ГЃа- ои ажа асус |" 
= —a(t)w(t)u,(t) (4.1.14) 
从 而 〈 令 zx-~>+co 后 ) 有 


1 ЕИ КОЕ 
bsa |, e(s))u  (s)w(s)ds< ~u; (t) 


但 ~ui(tbDEL(0，co)， 因 此 左边 也 属于 王 (0,co)、 再 利用 u (z)2 
01220, 2° (PRW А 改 为 1)。 
充分 性 :首先 由 1" 知 必须 有 


-а(ош{ (0) = 人 和 -cui(ow(s)as (41,18) 
НЖЖ, ЯЖ 
lim ( -асоди (0) = | @-с(з)) и (зут(з)йв >o 


< (4.1.16) 
( 方 括号 内 函数 对 z 递减 ， 且 由 (4.1.14) Я Ф -a (x)w (г) 
&i(z)， 即 是 正 的 ， 故 极限 存在 )， 再 由 (4.1.14) 有 


ш) = yuy (~ (0) ~ Fa 


—c(s))u , (s)w(s)ds ) 


因此 由 (4.1.16) 及 1 得 到 上 式 右边 的 通 数 不 属 于 (0，co)， 这 是 与 
19+ 


~ui) CEL(0， 吕 ) 矛 盾 的 ， 因 此 (4.1.15) 成 立 。 
在 (4,1.14) 中 取 t=0, 结合 (4.1.15) 得 : 


1 


melas G(Z)W(Z) 


Fa- (yu тв 


— t (z) 
SUW) 


ae-eepweoe 
所 以 由 2 得 
ш 
-u ELO, ©) 


WEFO, ос) ИМК, ЯЖ, Huo) = 1 可 得 


к а, wD da = -1пи|(@) 
° ° 


u(t) u, (s) 
因此 
u, (z)2e"k š " 
于 是 
о,>е”*:>0. 


Rie Ea ELO, оо), Шани + со) = 0,( 结 合 (4.1.14)， 
(4.1.15 I 
引 再 4.1,6。 UNDAR Сри. С оо) не lim u,(z)<co) 的 究 
要 条 件 为 


agay | (L-e WOEL, o) Чал.) 


因而 对 某 个 A (O0 的 и. (х) (依赖 Xe) 有 界 就 可 推出 对 任 一 个 
>20) 的 zz(z) COBA, 但 入 国定 )》 都 分 别 有 界 ， 
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类 似 地 ，&i(z) 有 界 〈 即 #,(— оо) = lim u, (т) Соо) ИЖ 
件 为 


G а-н -00,0) алат 
因而 对 某 个 ko>0 бн СЯ ВАЕ 个 和 >0 的 zaCz) 都 
分 别 有 界 。 
证 明 必要 人性， 
Ж#їй,( + со) оо, MJ 
1 ul too)? 
aw œ ажи? 


由 引 理 4.1.4 可 知 - 二 -ELC0yce)。 由 (4.1.14) (Нии) 
HDRT (f (A= c(s))g,(s)w(s)ds 


+а00н:00) 
及 xi(z) EL(0，co) 《因为 Ws(+ оо) Соо, Bu,(2)>0), RA 


х ра 
чю |, -cGs))yu,G)weydseLc,eo) 


注意 到 W(X) 之 wu(0)=1 (z>>0)， 所 以 得 到 
чш |, DWO ELO, ë 
显然 和 可 改 为 1， 因 为 这 是 等 价 的 。 
充分 性 ， 着 4.1.17) RE EEN Гаев 


zze(ze>>0) 有 正 下 界 ， 故 由 (4.1.17) 可 得 


工 
aaway S 5°, °°) 
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Mma Є100,90), Ж (4.1.10) Снн, дна) 


u,(z)= aawa (| es) )w(s)u,(s)ds+a(0)u; (0) J 


u, (2) 


ну [| а-о) ноба: о) 


于 是 


t: (z) 1 Е 
пс “Сатуна J, ec ws 


z Ze < 
a(z)w(z) 
右边 的 函数 属于 L(0,ce)， 令 其 在 〔0,co) 的 积分 值 为 5， 对 上 式 两 
边 从 0 到 oo 积分 ， 并 注意 w。(0)=1 故 得 
из (х) <ей, 
由 w(x)，wa《x) 的 性 质 易 得 下 述 引 理 ， 
引 理 4,1,7。( 和 ~ 0)w=0 有 有 界 解 的 充 相 条件 为 Wi(z); “t, (2) 
之 一 有 界 。 | 
并 且 上 述 方程 对 一 个 he 之 0 有 有 界 解 就 可 得 对 任意 „жже. 
定义 4.1.1. 45 ` 


ds“ 
(3) -f a(s)w(s) * 


ma) = fa 一 cs))w(s)ds。 


+a(0)u,(0). 


+ % 分 别称 为 算 符 8 的 
Ф 正则 边界 点 。 
© 流出 边界 点 。 
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© 流入 边界 点 。 
© 自然 边界 点 。 
如 果 它 分 别 满足 下 面 各 个 与 上 面 @ 一 一 @ 对 应 的 条 件 (下 面 的 
шуб + co) 即 是 引 理 4.1.5 中 的 ol)， 
Ф и,(+оо), u,(+co)<co, u,(z), о,(х)Є1(0, +s 
(1— e(z))dz) | 
@ и;(+оо),и, (+ оо) <оо,о(х), Vv.(7) 中 只 有 一 个 EL(0，, 
жоор (1—с(х))йх) 
© wi(+c0),W(+c0) 中 只 有 一 个 <o0,01(2), u,(z)€L(0, 
+оо; (1—c(z))dr) 
Ф ui(+co)，ua(+oo) 中 只 有 一 个 <covpi(zjvos(z) 中 只 有 
一 个 EL(0，+ eof (1—c(z))dz) 


> 


其 中 f 
ui(z)= u (z)w(z), 
i 100, +œ; (1 一 c(z))dz) = 
ha, Jueyla-eas< +}, 
一 co 也 是 一 个 边界 点 ， 与 上 面 有 类 伏 的 分 类 〈 只 是 + co 改 
为 ~eo)。 


定理 4.1.1。_+ co 是 正则 边界 与 下 述 诸 说 法 之 -等 价 ， 
(R) и. (+оо) оо, 0, (х) ЄІ(0, + оор (1-c(z))dz), 


їз? л 
Ra) ада а e(s))w(s)ds € L(0, + со), 


sva 10-06009) 6100, +), 


©з 


R off asamo, 
б=у<х<оо 
== [| 4з(х)йт(у)< оо, 
0<z<y<co 
(R,) т(+ооу<оо, s( + оо) оо, 
证 明 
њри. (+ со) = оу ооо; (х) Є1(0, оо; (1-c(z))dz) (3| 
理 4,1.2)， 所 以 (R,) 与 定义 《正则 边界 点 ) 是 等 价 的 。 
由 引 理 4.1.6 可 知 (R:) 与 (Ri) 是 等 价 的 。 
(Rs) 只 是 (Rs:) 的 另 一 种 叙述 方式 . 
(R) 与 (Rz) 的 等 价 也 是 易 见 的 。 
定理 4.1.2。 + co 是 流出 边界 与 下 述 请 说 法 之 一 等 价 ， 
(EB) и, (+ оо) оо, v(t) ELO, +; (1-с(х))йт). 


(Е,) sfa- «жюген, +оо), 


Т 


aawo сд 456100, +9), 


ТОПОН 


(Еу) 0,<со, ha= оо, 
(E) m( 400)= co，s(+co)<co，os<oo。 

证 明 

由 引 理 4.1.2， 推 知 (B:) 与 流出 边界 的 定义 等 价 。 
由 引 理 4.1.6， 及 反 证 法 可 知 (E:) 与 (E:) 是 等 价 的 。 
(ун ЖОЕ УЖ. 

(Е,) 8(Е,)@ BEIER S MN. 
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定理 4.1.3。 + ce 是 流入 边界 与 下 述 诸 说 法 之 一 等 价 ， 
ау) ш,(+соу= +co,u, (х) ELW, +ce,(1—c(z))dz). 
(12) @(Blu;(+co))2>0, 


а) EL, =), 
mW(+co)<co， 且 


$ (а ni 
чайды] -ee waseL, eo, 


(L) oa = +оо, n Í <co, 
С) 5(+ оо) = оо, ш. оо, 


证 明 
由 引 理 4.1.2 可 知 (Ti ) 与 流入 边界 的 定义 等 价 。 下 面 证 明 的 路 
B UDS DESL) Dl), 
D= 与 (4.1.14) 类 似 地 有 


© a(z)w(z)ui (z) = fia- о(з))й; (s) w(s)ds 


+a(0)w(0)u; (0) < 常数 c。 
由 引 理 4.1.4 知 
-1 ws 
ds — ds 
<W, (2) S spa j: вуз L E u, (2) (Кт - 


1 1 
Í awu: е ja A 


vao 


《11) 之 (1) 由 引 理 4.1.5 可 知 ， 在 (1,) 成 立时 有 
(I-e(z2))w(z) € L(0,co), 


且 sx -F a- шона, со) 


再 由 引 理 4.1:6 可 得 #z(+ со) = +оо, 
另 一 方面 此 时 还 有 (34.1.5) 


1 Ж 
тала ee) waseLc0,eo) (4.1.18) 


把 它 从 0 到 + co 积分 后 用 Fubini 定理 ， 可 得 


а= суу) [° азЄ1 (0, со) 


оти 
ти, С) (0, оо) 有 界 性 及 bi с) 201, ИД 


Wi x) Q — (e) W(z) sara, оо) 
ЗНН 4.1.225 (4.1.79 可知 
9з (z) =н, (хуз (х) C€L(0,co)y (1-с(х))йх), 
Т.) <> (D): 此 即 引 理 4.1.54 
ао КРО вд Е (4.1.18) ,而 后 者 
CEDES UDRI. 
del): ЇЕ. 
定理 4.1.4。 + oo 是 自然 边界 与 下 述 诸 说 潮 之 一 等 价 ， 
КСР) и. (+0) = +9, m Q) er, so) (~ e(z))dz), 
Q) н! һа = со, 
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(Му) s(+ оо) Соо, т(+ оо) = +оо, ое, 
ї 或 者 5(+co)= +оо, һа = eo, 
《但 后 一 种 情形 中 ，m( + ce) T 可 以 有 限 也 可 能 为 + со). 
证 明 综合 前 三 定理 而 得 . 


§ 4.2。 非 齐 次 方程 的 最 小 解 


шл, 设 C 为 (~ ,co) 上 全 体 有 界 连续 函数 组 成 的 
Banach 空 间 ，9EC,9(z) 汪 0。 令 fw(z) 为 边 值 问题 
си (tn <а< л) 
u(tg)=u(ts)= 0 
йй, WA 
1° Јыбх)20 (Сием), 


2% дайт. == (在 C 空 间 的 范 数 )。 
tv << 


3° еу – оо, бм + оо, Гис) МАЎ. 
4 hm fm (z) 存在 ， 我 们 记 它 为 了 2)， 则 ЄС; 1>0, Н 


1012 11. 
5° іс)», Р" 所 以 可 以 记 成 $9 而 且 有 


; (52 (2) = | аан убоя 


СУ 
m G) [иаа] ал.) 
052020, MECE 入 ~ 2)u= 9 的 解 ， 因 而 二 次 连续 可 微 。 


证 明 1* 由 强 极 大 原则 是 显然 的 .2* 设 fmtz) 在 ziGEw<zo<Sw) 
. 57 * 


ДИК, WRI 000) = 0, 1м(ш„)]:>0, fE (z,.)<0, Ж 
9020) = (K<-c)fw(z .)-af''(zo)= (Ь+а/ )]' (z,) 
>=(\-с(хє ))/м(х)>М мб»). 
3” 设 N,<N,, 令 边 值 问题 А 
|®-Ф@и= (Cn <a<Šs,) 
(м) =ш(®м,„)=0 “> 


BRATO), WAT- fw ,是 《~ Оди = 0 的 在 cn 处 为 0, EN 处 为 正 边 
什 的 解 ， 由 引 理 4.1.1 得 和 
Те) -fwi(z) 在 Cew,，sw,] 单 调 不 减 且 非 仙 , 闫 似 地 还 有 


In (ETOC ba, 88382 Э Н.Е fe. 因而 在 
Cwis En 
моб) бн, ж), Ín Din ORAR, ` 
4” 由 3 可 知 极限 存在 ， 又 由 fw,(z) fn,(x) 的 不 减 性 ， 可 知 
fn(z) 是 局 部 一 致 收敛 的 (端点 处 的 函数 值 即 为 控制 值 ) ;因而 1(z) 连 
A. HPZ ECH 
1-4 А TI 


5° f(z) 与 bw, кзн ныд. 为 证 ‹ 《4.2.1)， 我 们 先 
证 шабо), ша (туйн. 2 内 定义) ЕЕ 


шаба) 100), ших) она (шу (ж-о, Б до) 
кезик sus p с; оваа, 
аташ + Вн," 
en DIN. 
.88 


шии = (®-1)(%-,) 
再 取 z=1， 得 
(w,-1)(u, (D -u,(D) ->0 (E> + оо) 


因此 
a>], Br0 (E-> + оо) 
于 是 
шуб) = аи, (х) +B! (z)—>u (2) (E> + со) 
同 理 u, (х)->и,/ (х) (&—-— оо), 
由 此 可 知 (4.1.8)/ 中 As(0) He - oob + co 时 ,是 趋 于 (4,1， 
8) 中 的 A(0) 的 .但 是 由 引 理 4.1.3 知 ,fn(x) 有 表达 式 (4.2.1)( 其 中 5,E 
分 别 取 &w,&N) ,注意 到 0<<Y<oo 时 ,Wisy(7) <u (z), -co<z=<0lf 
aatv(z)32Va(z), 令 N->co， 用 Levi 定 理 即 可 得 (4.2.1), 可 直接 验证 
S29 是 齐 次 方程 的 一 个 解 。 
定理 4,2.1。 对 g EC，g 之 0， 由 引 理 4.2.1 所 定义 的 S19 是 方程 
@-Qyu=g 
的 一 切 非 负 解 中 的 最 小 者 《 即 最 小 解 ) ,而 且 满 足 ， 
1° #O0=<g<1, WIASS. 
2° ROSIEK MWSPg <S g, 
3° 存在 紧 支 集 函 数 9"EC， 使 


9.19 529/159. Ç 

4° 车 9g(z)->0 ato), MERTER тй, 
15244-52010 《C 空 间 范 数 ) 。 

证 明 


先 证 最 小 性 ， 设 了 是 和- Qu = 9 的 另 一 个 非 负 解 ， 于 是 了 -fy 
是 齐 次 方程 在 5;Sw) 具 非 负 过 值 的 解 ， 由 引 理 4.1.1， 强 极 大 厌 
则 可 知 恒 有 
. 89, 


令 N->co， 即 得 
了 >syg， 


1° 由 引 理 4.2.1.4" 保 证 。 2" 由 (4.2.1) 保 证 。 
3° 令 


: 1 (~N<zr<N) 
EN(z) -famen (其 它 z) 
和 (ас -М-1йх>М+ 1) 


及 gn 三 9Ln，, 于 是 9n19, 由 2 可 知 589wn1, Е529м<$ея, ӘНЕ 
极限 Є 
limS g(s) KSAY, 


另 一 方面 令 边 值 问题 pAg 
{ Q - 2)и= 9 (-N<r<N) 
u(+N)=0 ‹ 
的 解 为 fn, 于 是 ,WS?gn - 1м, EFRA RR IE untk ИН, 由 强 极 
大 原则 可 知 在 《-N<z<N) ри>0, B 
Sf gn>in. 
令 N 一 co， 由 引 理 4.2.1 得 
limSign>Stg 
因此 有 
limS?rgn=Srg, 
= >. 
4” 此 时 3* 中 的 gw(z) 由 Dini 定理 可 知 还 满足 | ga 一 gl->0, 由 
S1g 的 表达 式 (4.2.1) 及 引 理 4.2.1.4? 可 知 
+ 90+ 


({5?0-5}оһ1=152(0- ам < g- gnl>0 N>), 


引 理 4.2.3。 5} 可 以 自然 理 都 成 C 上 的 有 界线 性 算 于 Sf 
<1. паж i 


1° SCHER, WRI. 
2° {S?}(%>0) 满 足 予 介 方 程 ， 
S?~S?= (M-A) SIS? ADO). 
"ожо. 
证 明 对 96EC 定 义 
Shg=Shgt- 5097 
显然 9 是 线性 的 ， 而且 
15201=15?9* – 507 | = тах(|$?д* |, 15297 1) 


1 ы. [pati 
«тахо? 1, lg b= 181. 


今 证 1" 和 2"。 首先 注意 在 C 上 
(0- 0)5° =I (单位 算 子 ) © (S) 


ФС* = {C 中 全 体 非 负 画 数 }， 由 5S} 在 C+ 上 的 最 小 性 《定理 4.2.1)， 
在 C+ 上 有 
8001-0) <І a (S): 
ЮК RBE О,и>0У j . 
“ita SE +. (nS “тшш ы C C: XŠ) 
бүз ас убт (Аср) si S Et) 
不 妨 设 >X。 由 (Ss) (或 (Ss 人 ) 及 的 ，) 得 S peT 
Sde (и—3)82) = Sh ава (SO) 


SP+ (~H)S = SP (A= й)5, <S? (5,') 


由 (S4) 可 知 
I= (1+ (u-4)SP5)-— (u 4050 
<(+(u-2)SP)—- -DS (1+ (р 4)SP) 

f = (1+ (4—-н)52)(1+ (a= 2052) 

З 5,7) — ЖН, #8 
SPES? (I+ (А-ин)52)(1+ (u= 4)SP) 

<S? (1+ (ь—5)52) А 
考虑 到 (S,) 是 它 的 反 向 不 等 式 ， 帮 有 也 4 时) 
S? = SP (I+ (p= ASe) (Se) 
005,7), BJ0(S,),# 
(р- 0) (4- Q)SPSP = 了 
再 用 (S,) 可 知 
5252<825; (S,) 
另 一 方面 ， 先 用 (Ss) 再 用 (Ss )， 有 
А (A~ Q)(u- 0)525) = 
RAGOR, 


0526535) ar G) 
H CSa )(5$,/ ), 得 
SPS? = 5252 ‚ 6S7) 
由 (86) 及 (S7) a S; 
52 =S? + (A-WSÈS? = SP (1+ (A~ -ss * `1 4- (8) 


此 式 ((S。')) 与 (5。) 一 起 说 明 S8C 与 4 无 关 ， 且 满足 予 解 方 程 。 
- 3? 因 在 多 = StC 中 的 函数 二 et nh E 
而 且 在 上 有 S19= 057, BP < ; 
+: ]=(3-0)50{595511- 5201 ` Ka. sgk 


Rra Sat “uu р 


кэр е = 


但 Stofl< 于 [ofi-=0 оо), 所 以 


[А827 1-0 Соо), 
定理 4.2.2。 5 


C =(fGa,fec,lmfG)=0) ` 
C* = (fGz2) f €C, lim (z), Иш f(z) 分 别 存在 } 


WE I 
1° Фен оо GR- оо) 为 流入 边界 ， 则 对 9EC 有 
uu (+o) [° Е. 
Gig u, (з) W(s) g (s)ds (х-> + оо) 


(4.2.2) 
| ауада), (r= 90) ,所 以 此 时 在 + e 
附近 有 :SPs C>C*, 
2° 著 +oo (或 ~ co) 不 是 流入 边界 ， 则 对 9E Ой 
‹5?°ду(х)->0 (zco) 
(或 (S8g)(z)->0 (> - co))。 所 以 此 时 在 + co 附近 有 ， 
5з 6. 
3° Фоо (或 - оо) 是 正则 或 流出 边界 ， 则 对 9EC 有 
(SPg) (2) >0 (1—0) 
(或 (59g)(z) 一 0 (== – оо), Miir SRE, 
S°, CC 
4° 车 c(z)(C8 中 的 自由 项 系数 7 具有 紧 支 集 ， Htet- æ) 
是 自然 边界 ， 则 对 9EC* 有 


ae 


(Sfg) (x) „е. (+ + оо) 


GR 0520) 00) 0992 (с-н — о), 所 以 此 时 在 + cc 附近 有 ， 
Sh, >c, 
证 明 
1° 由 定理 4.1.3， 此 时 xzwEL(0，cog 《1-c(z))dz)， 结 合 
引 理 4.1.1 可 知 
UsWEL( ~ оо,оо) 


нти, (х), и. (00890, МИ 


РНИ (s)w(s)ds+| g I 


一 0 (z—> + оо) 
由 S?g 的 表达 式 (4.2.1)( 引 理 4.2.1) 可 知 (4.2.2) 成 立 
2° PREE PISO, < 
由 定理 4.2.1,4° 知 存在 支 集 为 [Sm, Ew) 的 C 函 数 gy，, 使 Opw19， 
SfgntStg, |S?gn ~ 52091-0, tw! ~ оо, Ènt + со, 于 是 z 充 分 大 时 
SP gN(z) =k lE OE owog (s) ds+ 


+u ЈЕ (s)w(s)gs (s)ds ) 


__ ч) [+ 
SIONAL Jey КОО. 
—0 (z— + оо) 


又 由 于 Sh gw 一 致 收敛 到 S89， 所 以 
lim (52д)(ж) = Ша. lim(S)gs)(z) 
=+ st Noe 


. 94. 


= lim lim (5090) 020) = 0。 
Neti gore à 
3° 由 引 理 4.1.6 可 知 , 下 述 定义 的 I 有 限 ， 
еек] = cls) yw (s)dsdz< оо 


1 d 
FE sim sabe | 0700W Odde 


а-о) ren 
分 部 积分 后 ， usa a ы 


I= lim (- fa- обаа) dsf”. 


+f a- -eaw f у) 
过 ы j: (A—-c(s))w(s) dse T SEN] 
+f а-и f олау 


та (- f ameona рву) 


因此 + 2 кеф. h 


fa-ec ws) Ga -0 Ci + oo (4.2.3) 
è 


— df E 
+ a(s)w(s) 
但 出 引 理 4.I 涪 肌 xatz) 的 有 界 性 (出 3* 的 假定 ) ,有 


= ds 
аго (Í. wt 


. 95: 


ы 4з 
f a(s)w(s) ) 人 


所 以 当 z-> + co 了 时， 由 (4.2.3) 知 
u,(z) gs +P) 


=001) +0 (ү Je (| (A—c(s)u,(s)w(s)ds ) 


ДӨ 
=о(1). 
所 以 由 S89 的 表达 式 (4.2.1) 可 知 
(520)(х)->0 (z— +оо), 
4° 由 引 理 4.2.1 及 引 理 4.1.1 知 


2501 u, е) |a ошай 


Ы Т ( 
+u сона) 


1 р # 
= SQ (ae owas 


жш f au i) (s)w(sy4s] 


ок СС 


+ пасан as) 
分 部 积分 后 得 〈 用 引 理 4.1.1) 


ASPI= хоу u G) (awu; ) +u, (awu 六 


+u, mf oou (s)w(s)ds + 


* 96+ 


жиб focou 4: ) 


=1+ (u G) (~ lima(s)w(s)u; (8) ` 


Е ШЕЕ 
аА) 
АСО буз) ds) 
+u, (z) ( lim a(s)w(s)u ” (s) 
ла 


+ [сиз )] 4.2.0 


354501 ЄСЖи, (х) г» + co 时 无 界 ， 4.1.15) 紧 支 集 性 可 知 


‘lim а (в) (з) (s) = 0, 


te P ОР 


(2501) (z) >1 (z— + оо), 
对 于 gEC*， 则 g(z) -g(+ co) 0 (т> + ооу, 2° и 
врода) = GUE) 0 Т (teo), ` 1 
于 是 《S8g) (х) = S8g(co) + SP (g(z) — 0(оо)) 
= 9(00)8,1 + SP (g(z) 一 9(co)) 


> L (z— + со), А ; 


注 ， 对手 + oo 为 自然 边界 的 情况 ， 为 保证 ?CYCC*， 像 "(2) 
为 紧 支 集 ” 这 一 类 条 件 是 种 机 的 。 今 举 反 例如 下 ， 
$ tas 
а(х) = 0 
b(z) = — a! (z) 
c (z) = ~ ОЧ (12 + bòss — sin z) — 13 


et 


zt иң 


+97 


Вас) >, 000) 0, 
于 是 ， 


үз 


„зү 1 ера 
W(z) же" € L( УТЕ ТЕШ €L(— оо, ce) 


因而 
m(+ eo) = co, 3( Боо) = оо 


所 以 土 co 可 能 是 流入 或 自然 边界 〈 定 理 4.1.1 至 定理 4.1.4)。 
1,00. i 
Жо» = 1, 则 Tze"” 是 方程 


(4- 0)н= 1, 1 (Ау -с(х))н– Can’)’ -bu =} 
Оо —с(х)и-аш// =1) 
的 一 个 解 ， 所 以 这 个 算 符 0 的 最 小 解 应 能 写成 


Shl= ү per жб (a) + Bth (z) 


由 于 (S81) (zx) EC， 而 ki(z)， 4 (2) 今 均 无 蛋 (流入 或 自然 情况 )， 


因而 必须 有 81= Bs = 0， 于 是 ，、， КА тте 
suis еч ec, | 
EESC EC”, 
由 定理 4.2.2,1 T RAZ E TTEA ANAA, MT +> 
均 为 自然 边界 。 


引 理 4.2.4。 荐 在- сой, (а) Ж + ANARAD, 
则 I 
Hm ta (z)w(z)u)” (z) = 0 (4.2.5) 
〈 同 理 ， 当 在 ~ оон. G) 无界 ， 网 lm els) wu (a) = 0) 
» 98. 


证 明 ”此 时 (包括 流入 边界 情况 ) 有 (4.2.4) ,所 以 (4.2:5) 成 立 。 
定理 4.2.3。 对 fEC*， 则 & = S? 是 
` (2-а)и= f 
有 如 下 边 值 条 件 的 唯一 解 : А 
асно) =0, «виб оо) = 0) ( 当 + ee( 或 ~ ) 为 正则 或 流 ) 
出 边界 时 
(Ои) (+оо) = 0, (8 (0и) (– со) = 0) 
E ARANNA 
且 c(z) 具 有 紧 支 集 时 
(awu!)(+co)=0, (R(awu’)(-0)=0) _ 
( 当 +oo( 或 ~ co) 为 流入 边界 时 ) 
而 对 f€ С, u= Stj 是 同方 稳 具 有 如 下 条 什 之 解 ，“ 
и(+оо) = 0。{( 当 士 co 均 不 为 流入 边界 时 ) 
证 明 ” 除 流入 边界 情况 外 ， 均 为 定理 4.2.2 的 明显 推论 ， 
在 流入 边界 情况 有 kwEL((-~-co，+co)i (1-c(z) )dz) 
G= 1,2) ,由 (4,1.14) 知 


(awu! ) (z) = (awu, ) (0) +['0о- c (z) )ui(z)w (z)dz 
是 有 界 的 ， 所 以 


, = 1 , k 
бами’) © = SAG (esa )(z) fi mowo 


+ (аша) (z) fhovoro as) 
M (awu) (2) ->0(z— + оо), 人 故 
ами’) (+ со) = 0 
因为 1= йаш Ис, +e, питан 所 
以 边 信 问 题 的 解 是 唯一 的 。 


‚99% 


51984.2.6, it 
С,= {f(z) FEC, TARER} 


C3= {f(z) :有 紧 支 集 ， 且 二 次 连续 可 微 } 


М C;CSPC,. 
证 明 Ж/ЄС:, W g=(¿-Q)f€C,, X SPg=SP(L- Q) 


(4.2.1) 及 引 理 4.1.1 得 


SGS са DEN : у 
GDO = ууу СОИ а)" (wh (syds 


+0. са, G)GQ— 0)" (wf) yas] 


分 部 积分 后 ， 利 用 1 EC3， 消 去 同 项 后 得 


‚ ой | 
EIDE = уру (EA) wf Cz) 


“u 


+uy(z) Гуо (А-и, (s)ds . 
жи (a) Гео а аи, о) as) 
= К) 
即 
Aa) = 500Є50С,, 


84.3. 转移 密度 的 存在 


我 们 先 令 
C.=(fi f€C*, 上 且 f(-co)=0}。 `, 


C. = (h 1ЄС', HICH) =0)},. 
在 c(z) 所 0 时 ; 4 н 
бюо+, 


© 《车 土 ce 中 无 一 为 流入 边界 )， 
SIST (车 土 co 均 为 流入 边界 )(“ 一 * 指 闭 包 )， 
БРС. 《车 只 有 + cc 为 流入 边界 ) 
7570. ERE- co 为 流入 边界 )。 
在 c(z) 一 0 时 ， 令 
人 = 可 5 
В? =S? 


(5718 АЈ) 


А а! 《9 在 Rf 上 的 限制 )。 
RE 


Ш 
中 (4) =R E, 
“加 再 4,3,1。 E= RIE, Сїсф‹(А°%), 
证 明 由 定理 4.2.2 立 即 可 得 R ECE .又 和 引 理 4.2`3,3" 类 
似 地 可 证 ， 


5:57С* =- 可 055， SPSPOO= SPO... SSO. -SC 
易 一 方面 ， 由 引 再 4.2.6. 可 得 CicsicucRfC， 故 бсбїс 
cc 区; 所 以 无 论 哪 一 类 边界 均 有 | 
C=RIC, CICSIC,CRIC = D(A’), 
3DH4.3.2, {R94> 0 } 是 筷 上 某 个 强 连 续 收编 正 半 群 T! 的 予 
ER, ТОВА, ССА) ТУТТА ЯТ, 


车 另 有 一 个 在 C 的 子 空 间 C LEER ЕРТ, 满足 
&€' SS BARRERA ЖОСА СС, 


СА 


DA’) 
-101° 


” 那 末 对 任意 ГЄ 6 НіР0, BE 
TH<T; f, 


证 明 由 Hille- оносон ТОВ ДЗЕ ЫВ 
ту ВСВ тен 3 QD QRON 4.3.0) 


今 证 最 小 性 ， 设 了 :的 予 解 式 为 R;， 对 任 fE € 
f=(4- A RS 
ЕЈС D(A4')CC,， 所 以 
了 = (2-9)к у 
所 以 , 当 f>0 时 ,有 507,7, ВАЈС, 
由 公式 (4.3.1) 立 知 T?f<T;f。 
对 引 再 4.3.2 定 义 的 最 小 闪 群 T? ， 在 zt 固定 时 T?f(z) 是 6 上 
药 一 个 有 界线 性 正 (f 关 0， 则 Т? f(z) 之 0) AR, R VY). 由 
Hahn-Banach 定 理 (7?， 它 可 以 保持 原来 的 模 扩 张 到 C* 上 ， 仔细 分 析 
Hahn~Banach 定 理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 这 扩张 还 可 选 得 仍 保持 泛 И 
的 正 性 。 由 C* 上 有 界线 性 泛 函 的 Riesz 表 示 定 理 ， 存 在 一 个 [~ со, 
co] 上 有 限 正 测度 Pu(t,zT)， 满 足 Pu(tyry [7%, °o))<1,48. 


w, = |” pap, Creo Gr, (+e : 


+R- œP (ta moh + < 

特别 对 fc €, ж М 
те) = j. арР, лу) +С + оРУ@,Е,{ + со}) 

a т,{-о}), "4,3, аў 1 

Н ' 

СЕНА E EN 
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(ERRI ERCA, 上, 恒 指 上 Cw) 范 数 )。 
我 们 要 从 9 出 发 作 一 个 L:(w) 对 称 半 群 。 
S[384.3.3, S? 在 L,(w) 上 可 用 (4.2.1) 定 义 ， 而且 

Sti, L,(w)—>L, (w), 

同时 S9(9EL:(w)) 为 连续 函数 。 

证 明 ”由 引 理 4.1.2. 可 知 4twEL(0,c0) ,uwEL( - оо, 0), 

所 以 对 9E L, (w) ` 


і 


1 Я 
0579) (0) -oc | u, (s)w(s)g(s)ds 


tuof u, (5)м(5) 905) ds ) 


有 确切 含义 且 连 续 。 把 上 式 写成 


Da = f "бустан 
С, Ш 


其 中 


1 ы: 7 ` 
охда 0) 
6,2,0) = 


1 55 
amao) 4 (2)u (U) (y>r) 


于 是 用 Schwarz 不 等 式 


(Sh) a) = (| aagwa dy Y 


<> [aca yw aday [ ace gat wanay 
siasio -f7 эбуу,хуаай* аду 
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<| auw, 


所 以 用 Fubini 定 理 
[квото 


< f (` 26,002) (z)dz)g(9) !w(0) dy 


1 2 
<f. 900) wady, 


四 理 4.3.4。 令 


Ха заела 
ChL Ою) N @ЖЕ5ЧЕЛГЕ ЖЖЖ ЕЕ ИЛ, BARTAS? Law) 
NEN SARR MAEL н Ят Е А АЧКА, в 


成 一 个 L2(w) ЕДА 为 生成 元 的 对 区 收缩 强 连续 半 税 和， 
证 明 
1° 首先 证 明 ， 对 fgEC8， 有 
(Qf,g)= (1,009) 
007,7) <0 { 
其 中 (f,g) 指 L,《w) 中 元 率 f 与 9 的 内 积 。 
这 是 因为 由 分 部 积分 可 得 
(Qf,9)= Cawf’g— ажјд 9+ (f, Qg) 


097,7) Сан 2+ Í K—a(s)f (s)! +c(s)f(s) tw(s)ds < 
' -> t 


(4.3.3). 


0 之 故 。 
2° (4.3.3) 对 妨 9 在 (6,8) 上 属于 C。* 且 其 支 集 在 ,8 的 连续 函 


数 时 仍 对 。 
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这 只 需 把 1 中 (- co, co) KALE HEZA. 
3° 对 jgES8C，1 920, (4.3.D MRR. 
511,9, ЖЕФ, ФСС, 使 = Stg，g= 570, 


令 
Saga 
Һа) = ! и(ф)=ш(®)=0 ZE (<<) + 
° Er) 


而 gw(z) 为 在 上 式 中 把 w 换 成 y 后 所 得 的 函数 ， 于 是 jhr,gvE Co。 由 引 
理 4,2,1 可 知 fw tf, gç tg。 但 是 在 (x,8y) 上 显然 有 


Qfy=Ay -9 
Оду = gs, 一 中 š 
在 Gew,Ev] 外 则 有 (在 ev Бозе х) 
* Ajy = Оду =.0 
所 以 LLN 
Ofa tAf -9=0f р.р.мах 
> ‚ Dgstig-Y=0g p.p wde 
由 Leyi 定 理 
(Qfy, gr) (07,9), (fs,Qg,)-=(f,Qg) 
(07,1) (01,7) 


因而 (4.3.3) 成 立 。 

MURO, НЕШ Сн), BE3KRB31E.3.3, f,g€ L, (w), 所 以 
Qf，0gE La(W)， 此 时 (4.3.3) 式 不 仅 成 立 ， 而 且 还 是 有 限 值 ， 

4” 对 9, 中 ELILs(w)， 那 末 对 f= St 9, 9= 5 中 成 立 (4.3.3)。 

这 是 因为 此 时 

Ф*, Ф, $, YEL (w) 
故 由 引 理 4.3.3,， Siet, SPET; 52*,52%у- € L, (у), 因而 (4.3.3) 
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第 一 或 满足 。 
REUS, SR ARRE HETA, PRATI RA 

BAIR, FP, MAS HERTE 

人 1-0, IFR- Sro |= 0 

larp -aS gt |->0, |2797 – 05) g" [0 
因此 му ff — “L,Gw)),Qfs—Qf(L,(w)) 
但 是 fx 满足 2%， 于 是 
(Оуу, fs)<<0, 

令 N->co， 得 (Qf, 了 ) 二 0， 此 即 (4.3.3) 第 二 式 。 


5° HI 一 4? 可 知 ,对 f,gE D(Ao), 有 . 

СА) = (f$, Ао), (Ast SO 
хня Я 4.2.6, Cl csSiCucSI (L,CO) n€) = DCA, ), ROLE 
La (VRBE, WA hL, (W) LEER Т, HEEL E 
MEARE ARD IK ОШЕН ОА, READ 


$ в 


z =f’ mw, 

DX ART оаа. 
多 =| eaw, 

下 再 4.3.5.。 Hilberts JÈL E IRE AR RETA 对 称 的 充 


Е ТУРТ Ча Е 在 条 件 成 立 下 , 恒 有 ( l ila 
но, 


< 


"i06* 


HAECH, KASAR. 

证 明 “充分 性 ， 已 含 于 上 一 引 理 之 中 。 

必要 性 : жїр, APERAR- R= RR Шш 
А 连续 ， 可 微 ， 


Ге -йһ<55 
RnR 
Erem (= к [< M 


REDANA- R, MTA 称 AR A- ВДЕ Т, 
© жж CRDERIDY р = 
Lart n Do, MERI, p>o, msg, 


MM M-A = ГРЧ 故 自 伴 且 正 ， тас, D 
= іа 11,7920, р - АЕ. X-A= К -М, HARE, 


С 
在 条 件 成 立 下 有 


ZF = K MARODI 
由 于 |Mev] «ес оо, 立 得 
{йун ТАТЕ а ИН . ‚4.3.40 
жк=1+ ЕШ. = 
下 理 4.3,6。 设 3 满足 下 述 条 件 之 一， A>0 . 
*T07， 


1° S,=SP 

2° S, 是 C* 上 不 同 于 SP 的 另 一 个 予 解 式 GRRE S-S = 
(и-%)55,, (%—@)5, = 也 上 且 把 0<x<1 变 为 0 和 1S,x<1 的 有 界线 性 
算 子 族 ! 在 土 co 为 流入 或 自然 边界 时 ,不 同 于 8? 的 这 样 的 S 显 然 不 存 
在 ), 又 设 它 满足 | 

90.00) ПЕ)сІ, GEES) 
同时 还 假定 在 zs (w) 上 存在 一 个 对 称 强 连 续 收缩 半 群 Te, EATE 
式 局 是 S, 的 某 个 扩张 ， 
RISS (p,p.w(z)dz， 当 1E Ls(W) N EN) 


шт, Ал А, 
BREA REEL TEEF) 


В-Ы, 1-50] 
@.p.w(z)dz, Hf ELi (w) NE) (4.3.5) 


` 


ARJ = os 


EBEFA, RIIM., 即 S.f 是 局 1 的 连续 修正 ， 
而 且 对 任意 9€ES\(Ls(w) 由 C6), 有 ; 
194) | Sa M g l К 04.3.6) 
其 中 a 为 与 x， 有关 而 与 9 无 关 的 常数 ， 而 
їйї з=] А018. 
《由 (4.3.5) 此 时 Ag= og p.p.w(z)dz), 
证 明 
在 情况 2 时 ，(4.3.5) 成 立 是 假定 的 要 求 ， ЖЕНЕ" 时 ， 
(4.3.5) 仍 成 立 。 由 引 理 4.3.4。 
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SHES (LW NE DH) 
BLUE L, (w) 8 XT > í 
Rif =R A- A)SM =R- 9)SPf 
-R A-A DS RA- А)5821=5°], 
此 即 (4.3.5) 前 式 ， 又 
АЕ] = ARI-f=ASEf-f= А51]. 
下 面 证 明 (4.3.6)。 设 9= 5,7, fe L, (w) n€. 
uu sr (E), шав, or (z) 分 别 为 下 二 方程 之 解 ， 
人 аан 


ибх) =l,u(z  +r) =0; 


и(25) =1, u(t =r)=0, 


因此 ( 引 理 4.1.1 强 极 大 原则 )8i，*or (I), u... (©). H 


于 g9ES(L:(w)ne@)， 故 0= 57 还 可 写成 


CE) = Саші, (Z) +C,u, озиб) + Cro 


= 
íz. , | s z P Y(8S)W(s)f(s)ds + 


or 
СОЕ 
z . 
其 中 
C,=0(zO—r)/u y, P r(za = Tr), 
Ca = 9023 +т)/йз, srr (Totr) ys. 


C, P= - 1 


а) (mr a (ZPY C EI z E ° 


+ 1095 


йй 


go lg = + lg РС, |” ауда, 


-r 
5 

a (z) =а(х+х) 

б cy = bertz) 

20) =c(z+ mx) 

Qu = Camwy + 6 (юи' + 2 (z) 
那么 

Hiss) = и азб) 9002) (т-> + оо) Я 
i тозы а) >ш) (人 


IH o 10, e еһе сти, санаж вдкаян. 1.2 
中 所 定义 的 Wit， uo uo uz, 
由 引 理 4,2.1.5” 段 的 证 明 还 可 知 ， 


ú | G) — (0) 


Mi, -p (2) эше) я ЙА 
所 以 


чке ЖЫ) = Ша n) (аду {т> 0, . 
х9. 2,140, гт i, «ш, тин 


Шун Ыз. im. СЕ 2,420) = CRR (zo 
Муде ДЕ 


мо, 


及 sv,(2o)=&isr,(zo)=1， 得 
оба) 0,4,0) 
AME Birar, (Eo) Siir), 因而 
Biror G) Шуба) Ж}. 
综 上 可 知 ， 
Ws (ж) ui, азоо) ZU; (E) (ж)> 0 
由 此 得 


е1 1 _ ЫЎ 
Е. татуу а сагу): зв. 


所 以 
ассо) «Тасе Га осе +С, f WOI ds 
To-r 
再 r 自 0 积分 至 R， 得 


Ig) | <q 让 lge- r): шы 19, +r) 19" 
+r 
+ ИЕ 
i 2% 1 ro+ 
=R. = d: 
р _ң5®#+ С 1o s 


+G, MP: (及 -ze + Ow fs lds 


+R 
+ 人 (R-—s+z)Ww(s)1fCG)| as) 


Zo 


1 [z+ 用 z+ R 
< 去 | lg(s)|ds+C ,, мев) | f(s) 145 
а-8 „4 zo-R 


sire 


设 w(s) 在 Cx。 -R r, + RR 的 最 小 什 为 9。，g， ЯЖ 


Г тгк КЕЕ] б онов» 


zo + R + 
|, Моно (е +С. XE моа) 
(d: об weas) + (a IOL эв)]} 
<a, ef |g(s)!w(s) а) ооа) 
其 中 (axos8 为 某 个 常数 ), 但 是 g= Sj= В, = %д- Ag, 因此 
(人 TOWE) aico f gw (s) as)? 
(f (Ав) аз) as)? 
于 是 
Ig) leo sa At Dd gl +1 Ag la) 


«20+ Dos, sa gli+ Agt 


即 存在 常数 gx,R,;， 合 
196) |<а,, pl gM, 
R 可 以 取 定 ,这 常数 确实 与 无关。 
引 理 4.3.7。 在 引 理 4.3.6 条 件 下 ， 对 fE © 站 Ls(w) 有 与 1 无 关 
但 与 X.z 有 关 的 常数 w， 合 
RYO бе [В| +1 АЕ) (4.3.7) 
“i112. 


сенате аА Еа Т, (在 


引 理 4.3.6 情 况 2* 时 , 因 避 = 访 C*, 可 用 (4.3.1) 构 造 半 群 7;), 那 末 其 
生成 元 4 有 了 (4) 56, НСІ. сю) ПЕЛ 


Tf = p.p.w(z)dr 4,3.8) 
ШТ.) 是 分 f 的 连续 修正 (以 后 不 妨 总 取 它 为 人 了 ) 。 
在 5,= Si 时 ， 对 je C3 还 有 
Фос ced T+ ARAD (4.3.9) 
Та) «7. «4.3.10) 
证 明 ”对 (4.3.5) 两 边 分 别 在 Ls(w)，C 中 用 公式 (4.3.1) 即 得 


《4,3.8)。 由 (4.3.5) 可 知 (4.3.7) 就 是 (4.3.6)。- 
在 5S; 三 SY 时 ， 固 定 某 个 对 EC2， 由 引 Я 4.2. 6 存在 gE Co 


Li(W) 几 CE, 使 1= 570, 于 是 由 (4.3.5) 及 (4.3.8) 得 ТИ=Т}}= 
тїр = THRg= TRg= RT,g.A 用 (4.3.7), 


Tf аз RT, gl + RT ар 
= a T+ АТ 
此 即 (4.3.9)。 由 它 及 引 理 4.3,5 得 到 (4.3,10)。 
定理 4.3.1。 在 引 理 4.3.6 条 件 下 ,如 果 对 fE C2 满足 ,1° 存 在 测 


ЕР)» Pao DLI T (ш) =| rapa, (d 
2° ув. (4.3.11) 
则 存在 一 个 转移 密度 PCt,z,5)， 合 对 1EL4CWNE 有 
тус бсо | аорти usid 


113, 


(如 果 (4.3.11) 还 对 f E C3 满足， 则 显然 (4.3.12) 对 1E CS 也 对 ,其 中 
Сў= (100), f€ C,,j(e,83,1(z) = (а) (та), бж) = f(8)(z2:p) ) 

RARAS EEDE RED (t,x,5) ,使 对 fE L, Cw) П 
ёж 


Tia) = | rapi зр) 4.3.12) 
证 明 е 
жеоо МС, з 193087 18 T rc АС ЯА 
Жл а. СИЕТ, ж) ЯЯ, MAT EONI RIRE (w) 
ьвАжлан EO... f). Вісн, ЕЕ Р, СЄ 
Law) „Б, ио, | Р, 1.1, 使 
Фф) = |” af, wy 
令 


PEE, y = (000, 0) 


na 

Oah = [` tanpa,z,ydy 
есі, 有 

Tjay = |” парз 
即 (4.3.12) 对 fE Cs 成 立 。 


在 fE CS 时 ,个 jz) = TifKz) 对 z 是 连续 的 ,由 C8 在 Za(w) 彻 可 知 
WIELOMA, DoI, KAEA, PoV) 
作为 以 > 为 变 元 而 取 值 于 La(w) 中 的 抽象 函数 是 弱 可 测 的 ， 因 而 在 

. oliko 


Bochner Ж ЗАНГИ СО, FERA (OREP, A 此 
PO, DRE, DIEP. 7 可 测 .类 似 地 还 可 证 PEDAG 
P.P 可 测 。 

令 


P.G, fp, dy 
对 /EC 有 
[| tap.) = Tae = Fts f oP, 
《在 Si 情况 下 ,Pryx(T) 对 应 地 应 改 为 Ptz,F)， 故 可 统一 地 考 虞 ) 
对 /为 区 闻 Cey 的 特征 函数 ， 取 轧 E СЇ, Inti, ште ия 
Pioz([ay8])= P (t,z, (G ,82) 
ERRIRE, WAR- ovco) 上 -- 切 可 调集 [ 均 有 
TD Pit =[Ра„дову 
一 般 地 
P, GU (ze) =P, Eo) f, pe, ydy 
由 此 
[7 pez avsP ,ss oso) <1 a 
RARER, |7 Peepe 
Ж 


往 证 (4.3.12) 对 fELswW) 几 CE 咸 立 。 _ 
WEL AEC), Малей, ` ifto. 于是; 


T, PAS N 于 дї št 
Eitin] е орем 4 
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Г аре, =й - [задра “| 
И ар таз аду 


<f no =f] Gd 人 Pere (u)! w(9)dy 
<l#,- tlo. Р 


但 js 成 立 (4.3.12)， 所 以 对 一 切 * , Fifa >| aypa, z, dy, 


Т =Т 是 连续 函数 ， 故 必须 有 
| задраад ту 


故 (4:3,12) 得 证 。 
最 后 来 证 明 p(t,x*,y) 满 足 Koxmoropos 方 程 


由 于 在 NNLaCw) 上 ,与 7 一 致 ,因此 对 于 fE © ПнУ 
在 人 Ls(W) 中 ,而且 Tf 仍 连续 ,所 以 由 人 的 半 群 性 及 .1 的 过 
RETA, A | 

ФРро) E (-%<<о,е WNE) 
由 (4.3.12) 及 Fubini 定 理 得 


Í sanpa +s,2,y) а= |, дар pG, яр, z zy dzdy 


Жиз ИЕК (C KRONE НЕШ RA 
知 对 一 切 可 测 集 T 有 有 К н 
j: 9 + sz, ar = (espptmaaam 
因此 ， 其 Redon-Nikodym 微 商 也 应 pp 相等 ， 即 2 .,; 
кенв) |” paoa (up pi) 
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此 即 转移 密度 的 Konmoropos 方 程 . 


84.4. 最 小 过 程 及 其 保守 条 件 


因为 对 一 个 转移 函数 P(t,z,T)c5 来 说 , 只 要 配 上 一 个 初始 分 布 
就 能 构造 马 氏 过 程 ， 所 以 在 本 章 中 把 转移 骂 数 叫做 马 氏 过 程 。 

车 P(t,z,( — co,co)) 三 1, 则 称 该 过 程 为 保守 的 、 保 守 的 马 氏 过 
程 不 论 在 什么 初 分 布下 ， 轨 道 以 概率 为 1 不 中 断 (灭绝 时 刻 为 + со), 

定义 4.4.1， 如 果 po (t,x,y) 是 定理 4.3.1 中 S$ 作出 的 转移 密度 ， 
则 称 


Pas DEf, рь(1,х,0)ау 


为 最 小 过 程 。 
定理 4.4.1。 任何 初 分 布 出 发 的 最 小 过 程 在 等 价 意义 下 ) 是 
强 马 氏 过 程 , 并 且 在 灭绝 时 刻 以 前 是 连续 软 道 的 , 即 是 扩散 过 程 co 。 
证 明 ， 为 简单 起 见 ， 设 土 cc 为 同 关 边 界 。 — 
在 流入 边界 情况 ,由 定理 4.2.3 的 边界 条 件 可 知 Ci*CS%C*， 再 
由 定理 4.2.2 得 到 53C* = C", 所 以 此 时 报 小 过 程 为 [ - 00,60) Feller 
иш. Ес 
.在 其 它 边 界 情况 由 定理 4.2.2 及 引 理 4,2.6 可 知 S3CG = С, иң 
ИШЛЕ C їн), p 
ӨЕ- co 流入 边界 而 + co 非 流入 边界 时 ， 则 类 似 地 有 ”5C_。 
=~C--， 其 处 理 方法 与 C 过 程 及 Fefler 过 程 无 本 质 差 异 )。 
‚ 柯 所 有 的 情况 , -最 小 过 程 都 可 以 统一 考虑 为 @ 过 程 (例如 Petter 
过 程 可 以 在 5- оо, оо) "А, ПЕ НИЛЕ 
#117, 


常 点 ， C_- 情 况 把 - co 看 成 正常 点 ， 而 把 + oo 看 为 "无穷 远 * 点 )。 

故 由 [6 中 定 环 3.7 可 知 最 小 过 程 Pu(t,z:,T) 满 足 дынкин 的 条 件 

KOR Zi 
Q, =Q - c(z) 
那么 8, 导出 的 最 小 过 程 〈 记 为 PS(tz,F》 HO 中 定理 3, 9 可 知 ， 
它 满足 дынкин 的 条 件 N(T)， 用 ce 中 定理 5.11 证 明 的 6° ШЕШ 
ЧА 
Р(1,2,Г):>Р,(,2,Г) 

因此 Pu(t,z,T) 也 满足 条 件 N(F)，, 再 利用 ce 中 定理 3.5 就 得 到 最 小 过 

程 在 灭绝 时 间 以 前 是 轨道 连续 的 。 
在 流入 边界 情形 ,我 们 曾 把 士 co 看 作 正常 点 ,但 是 由 5 中 定理 3 

(那里 假定 了 c(z) 二 9， 但 该 定理 的 叙 证 可 一 字 不 改 地 用 于 co) 尖 0 
的 情况 )， 可 知 边 界 点 士 co 不 能 在 有 限时 间 内 达到 ,所 以 最 小 过 程 的 
轨道 在 通常 意义 下 ( 即 士 co 不 作为 正常 点 ) 也 是 以 概率 为 1 地 在 灭绝 
时 间 以 前 连续 的 。 

在 本 定理 证 明 过 程 中 ， 曾 把 自然 边界 情况 也 认为 最 小 过 程 是 由 
€ = 6 上 的 半 群 构造 出 T? 及 P(t,z,T》 然后 改造 而 得 的 Po (tz,T) = 
fipo Erz DERA. 3.1), Знос 天 0 情况 是 符合 我 们 关于 避 
的 定义 的 ,而 在 cz) = 0 情况 , 要 这 样 做 也 是 能 够 得 到 一 个 转移 密度 
的 ， 但 是 为 了 研究 转移 密度 保守 性 的 需要 ,我 们 在 §3 中 取 = 5705 
( 当 e(z)==0 时 ) 在 士 ce 为 正则 或 流出 边界 时 SC7 = 人 无 不 一 致 ， 在 
自然 边界 时 53C7 与 C 并 不 见得 一 样 ， 我 们 要 指出 :在 cz) =0, 且 边 
界 点 是 自然 边界 时 ,不 论 用 C = BEME =53C* 出 发 经 过 84.3 中 
种 种 于 续 最 后 得 到 的 转移 密度 (最 小 过 程 ) 总 是 一 梓 的 ， 这 是 由 下 这 
结论 更 强 的 叭 一 性 定 更 所 保证 的 。- 

41118， 


引 理 4.4.1。 如 果 士 co 都 是 流入 或 自然 边界 , 那 示 满足 下 述 条 件 
(的 马 氏 过 程 PGt,z;T) 是 唯一 的 ,因而 必 是 最 小 过 程 ,条 件 Оода 
(L)， 对 P(t,z,T) 的 半 群 ,的 生成 元 4 有 

CICD(A) TCC,, А=й, 
DA). 

证 明 Š 

设 T ,的 强 予 解 式 为 R;， 对 1E CC 四 (4)， 显 然 RfE 外 (4), 且 
-ORJ =f. Б-КЕ Ои ОНЕ. оо 
入 或 自然 边界 ， 故 

5%] = В, 
由 (4.3.1) 可 知 
T'f=T,f 
即 
{ада я, = [tanpa 
用 典型 的 逼近 可 得 
P(t,z,T)= P.(t,z,T). 

定理 4.4.2。 最 小 过 程 保守 与 下 述说 法 之 一 等 价 ， 

1° №51 ==], i 

2° c(z) 三 90， 且 对 一 切 ^ 均 有 (ui(2) 依 赖 ^1)。 


lim a(z)w(z)ui (z) = lim абгум (а): (а) = 0. 


ease 


3° c(z)=0, ЖЕ МЕТУ би (z) ,wa(z) 均 无 界 。 
4° eai В C ` У 


Боа 


[аа (| wexs)as= +оо; 
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+e 1 . 
j avey (| аав +оо, 


证 明 
1° 等 价 于 2° 的 证 明 , 由 (4.2.4)( 定 理 4.2.2 证 明 中 ) 知 MS5%1 二 1 
之 充 要 条 件 为 ， 


mow, -lm a(z)w(z)u,;(z) + [со (s)w (s)ds ) + 
adz)[ tim аоуж соди: (2) + [оош жа) ] =0 (4.4.1) 
由 于 志恒 正 而 方 括号 内 均 为 非 正 ， 所 以 (4.4.1) 等 价 于 ， 
` lim a(z)w(a)u; (z) = lim а(х) жх): (z) =0 
[ сн, (вуз бэй f ocom (узу = 0 


由 c(s) 之 连续 性 易 见 此 条 件 等 价 于 2°。 
由 最 小 过 程 保守 性 推出 1" 之 证 明 ， 对 


fl Peceiu = 1 两 边 取 Laplace 变 换 ,得 

们 Tea z, naya: =+. ! (4.4.2) 
取 fnE C2， 使 a1 1， 由 Levi 定 理 及 (4,4,2) 可 得 ““ 

aff ue, tapay: 一 >1。 
但 左 式 为 (由 加 E 久 (4) 及 (4.2:1) 


[етй = атат 
; 


= * 2. ` 22 
= ае наон ноде + 
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ша) аон) а) а ССЖ и, (5) 


жай +и,(а)| uow as) = AS, 
因此 AS%1=1, A 
由 1" 推 出 最 小 过 程 保 守 人 性 的 证 明 ， 因 为 1* 成 立时 已 证 3" 成 立 ， 
Hle(z)=0. kiq € 56%, 所 以 
1= 84(A1) = 5801581) ESUS ESAS) 
这 说 明 16 9А), АЗ =1 
因此 T?1 强 连续 ， 而 且 T?1=1。 
取 fn€C3,fn>0， 且 je l, BRA = S% 的 表达 式 得 
1=А81= MAR? fa 


lim [Гента = lim Гаи, 
ша} 


ГРУ Г 


lim Г" HDP, z, ddt 


" 


[| раге, 
所 以 . м С 
f р,@,л,)йу=1, 7 орар 


= 40,0), [ р,@,гыйу<1) 


ЕЕЕ Н RT A ерене к, тт.) = 0, 其 申 
m Ty= {ti (t,zy€ Ey 
т(Т„)Ж1ебездией iE у ЫЧ = 
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令 
E,= (z, (t,x)EE} 
MFubini Н Р От т) СЕ) 
т(Е,) =0 р.р. 
设 
‘To= {tt M(E) = 0) 
则 m(T。) = 0。 
由 KomMoropos 方 程 
fo (т,х,0)00 = fos a-s, fp, (s,2,)äy)äz ° 


所 以 对 任 r>0， 只 要 证 明 ， 
《存在 分 解 r=s+ (0-5), т 3р0, Н 
т{2, зЄТ,) =0. (mE) =0) ` 
*-s€ T,> й 
那 末 就 立即 有 
[ъезд г 
但 是 | 
{ss 0<з<т,зЄТ,}{з3, 0<s<r, т-зЄТ,} 
是 零 测 集 ， 因 此 存在 一 个 s(0<<s<T) 属于 它 的 余 集 合 ， 对 这 个 省 
т-зёТ,,зеТ,,Ш« 六 中 断言 成 立 。 人 š 
因此 
[резаи 1. ЖЕКЕЧЕ ТА y k 
DRS REN: EFRR, Hiesa (jl 
и), AETR, Hun WAR, WKAR. 2.204 
(S41)(z)-=0(z— + оо), УІ) QQ 
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3" 拉 出 2* 的 证 明 ， 用 引 理 4.2.4 即 得 。 | 
4 与 3* 的 等 价 人 性 证 明 ，4* 中 后 一 个 条 件 即 是 定理 4.1.3 与 定 理 
4.1.4 中 的 条 件 (在 土 co 处 的 c+ 均 为 十 co)。 


54.5. 局 部 边界 条 件 下 Q 导 出 的 马 氏 
过 程 可 逆 的 必要 条 件 


定义 4,5.1。 设 5; 为 在 C* 上 Q 的 Felier 予 解 式 ( 即 5; 为 C* 到 C 的 有 
界线 狂 正 算 子 ， 满 足 *S;1<<1 及 予 解 关系 5.-5,=(и-%)5,5, 和 方程 
@\-0)5,]=1). I 

HEREC- оо, + ce] 上 的 马 氏 过 程 PCtz) 称 为 由 子 解 式 S5 
导出 的 过 程 ,如 果 5; 对 C* 的 最 大 不 变 了 空间。 有，P(t,z,T) 的 半 群 
Ti 以 © = 到 人 ,为 不 变 子 空间 ， 且 T, 在 其 上 强 连 续 ， 同 时 TEEL 
的 予 解 式 R; = S. e. | 

HAREL- оо, + оо) Еф} КЕР Gyr, D) 称 为 是 由 9 导出 
的 过 程 ， 如 果 存 在 0 的 一 个 予 解 式 $,， 使 P(t,z;T) 是 S, 导 出 的 过 程 。 

引 理 4.5,1。 HEC, FERSK 

Sf= 517 и (| ао (д) +u, | 7ай: (ду) (4.5.1) 


其 中 5 为 最 小 解 所 定义 的 予 解 式 , R =i- coyco],oi(T) ЖЕ k E 

有 限 测度 (v1 (Г)=0, Щ- 0 为 流入 或 自然 边界 ; v，(T) =0, Щщ 
+ 00 为 流入 或 自然 边界 ) 

证 明 Sf -Sf 是 (\-9)u=0 之 解 ， 所 以 能 表 成 4; ,zs 的 线性 

组 合 ,由 xi5xz 分 别 为 严 递 降 与 严 递增 正解 ， 故 这 个 线性 组 合 的 两 个 

系数 分 别 是 C* 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 用 Riesz 表 示 定 理 即 得 (4.5.1)。 

` 由 引 更 4,5,1 及 定理 4,2,2 可 知 ， 在 c(z) A 且 土 ce 中 至 少 有 一 
*123+ 


个 为 自然 边界 时 定义 4.5.1 中 的 二 ， 而 在 其 它 所 有 情况 下 都 有 
E-S, 

B n ERA SASI МОИ. 

定义 4.5.2。 强 平稳 过 程 z(D (0<t<co) 称 为 可 道 的 ,如 果 对 任 
Ж SKi E 

Та troi = вар а-в (k=1,2,." ,1) 

就 对 一 切 zsyzl，…yzn 有 

P(E) LEa rE tn) Ltn} = Р) ие xt) Со), 

定义 4.5.3。 以 [~ co， co 为 相 空间 的 马 氏 过 程 P(tyz;T) 称 为 
可 逆 的 ， 如 果 存 在 ( ~ coyco) 上 初 分 布 h(dz)， 使 转移 函数 P(t,z,T) 
在 此 初 分 布下 生成 的 过 程 为 平稳 可 逆 过 程 《 因 而 对 任意 t, PO) 
与 co0)=0)，k(T) 称 为 可 道 初 分 布 。 

引 理 4,5.2。 要 空间 为 C- ce，co] 的 马 氏 过 程 P(t,z;T) 为 可 逆 
的 必要 条 件 为 存在 ( - co，ce) 上 初 分 布 k(dz)， 使 对 任意 (- co yco) 
Еже, гж | 

[Ра p av= f, P(tzyB) иба) — C(4.5.2) 


在 P(bz;T) 保 守 时 〈 即 P(t,z,(-coycc))=1， 当 ~ co<r<+ со) 
该 条 件 也 充分 。 

证 明 нихи 

P(z(0) €@, 20) €T) =P(z(0) ET，z(tEB) 

(OA HP(t,z T Rin (T) ВТЕ ВОГНЯНА, BA 
P(z(t) € (— со,со)) = P (z(0) € ( — $оуоо)) =p ((—о5,со) = 1), 
此 即 必 要 性 条 件 。 

当 P(tyz, 了 保守 时 ,此 时 以 hCGF) 为 裙 分布 的 马 氏 过 程 PCbz'P) 
不 中 断 ， 于 是 对 0 <t, <t, Letn, H ta ент 
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к= 1, DRENE л, 连续 用 (4.5.2) 得 ， 
P{z(to)<zs，… z(t,) хл) 
- [Í as Pe, маан) 
чо< 20," пата 
Pitat, yda) PCy fno ipta- dtp) 


(ди) P(t, —ta ui dua) 
MO CTs Un En 
Рё, -tsi du ,) P tn- буйн idup) 


pedu) P(t, —to,ui, ditg) 
ULLO p UL En 


P(t, —Ф ‚и, dti) P (f, tn- 1s Un-1 du,) 


= [ej s pe 
UO CFO sr Un Te 
РСВ, tiptir би) РО t-i o in) 


u(du,) P(t,-t,-i ti duo) 


похо, "иаа yb 


P(t,-i—tea-a B; du yo P(t, ~ to u, du, |) 
= Ма, лн EEn) <. Y 
定义 4.5.4。 HH Q 导出 的 马 氏 过 程 PCt,z,I) 称 为 是 满足 局 部 边 
界 条 件 的 ， 如 果 C3 包 含 于 P(t,z,T) 生成 的 亿 半 群 的 生成 元 4 的 定 
义 域 之 中 ， f 
CEDA), 

显然 最 小 过 程 是 满足 局 部 边界 条 件 的 。 : 17 

定义 4.5.5。 8 的 预 解 式 S 称 满足 局 部 边 办 条件 БЕН 
13+ 


的 过 程 满足 局 部 边界 条 件 。 也 即 Cic SC 。 
定理 4.5,1。 @ 导 出 的 满足 局 部 边界 条 件 的 马 民 过 程 P(t,z,T) . 
为 保守 的 充 灾 条 件 是 其 对 应 的 预 解 式 S\ 满 足 ， 
5,1 = 1, 
因而 此 时 必 有 с(®)==0, 
证 明 ”必要 性 ， 
由 保守 性 ， 取 fn€C3，f +1， 由 Levi 定 理 得 
MT: eup(t, x,dy) f,()dt—> 1 © (4.5.3) 
шелш, ЖЄ 名 (4)， 记 以 上 式 左边 为 
[fever [ә (Edt АЈ Со) А80) 


由 引 理 4.5,1 及 Levi 定 理 及 上 述 等 式 ， 我 们 有 
1= lim А5, (z) 


= lim (SUC) +a, (E) | vano can 
ua) аро а) 
#51 ао) |” оао) f” окар, 
к ат 
SASL HA, G fiva (dy) adug ca f poaa AS, 
但 另 一 方面 显然 有 SA <1， 轩 此 
Му = А501 + he (Tv (R) + Аш, (г) o (R)=1 
得 证 必要 性 ， тны ляры, 由 上 上 式 及 %S81 的 表 


达 式 (4.2,4) 得 
126. 


1=А$1#1 run ~awus) (~ о) 


+f c(s)u,(s)w(s) ds+ o CR) ) 


жщ [(awui) C+ oo) + | eu (s)w(syds + Xo, 0) 


把 右边 方 括号 内 函数 分 别 记 成 g:(*)，az(z) 后 ， 即 得 
u (х) (z) +и, (х), (х) = 0, И (4.5.4) 


微 商 (4。 5,4) 式 ， 消 去 同类 项 后 得 《注意 Qi(7) 的 定义 》 


Wi(T) (z)+ wa(z)aa(z) = 0. 


?ae0， 立 即 可 得 
Я 


(4.5.5) 


“ 


由 (4,5.5)，(4.5.6) 及 


1 


а, (z)=0, e,(z)=0, 
сја, Ga), воо), Шш), WOE, ТАА 
с(х) = 0, P,P 


但 c(z) 连 续 ， 所 以 c(z) 王 0。 
现在 证 明 充 分 性 ， 因 为 上 面 已 证 了 c(z)=0。 所 以 


1 15500) #50%$1)©5,@ = RE = DA) 
(B сбх) «088; ETNE). RN Rl 有 意义 且 а= 5\1, m 
АА = 1， 册 (4.3.1) 即 得 Ti1= 1, AÈ o pri h 

овеза = 1( 积 分 区 间 为 (~ =,)1› 


i 


即 P(t,z, 请 保守 。 ` 
注意， 车 
| [resani mapas 


则 (C45.3) 对 z,P.P 成 立 ， 因 而 AS;1=1,， P,P dr， 但 S,1 É z 的 连续 
“ae 


ЮЖ, ВШ AS1= 1 (Hr), APC, DRF, 

定理 4.5,2。 Q 导出 的 满足 局 部 边界 条 件 的 马 氏 过 程 P(tbyz;T) 
为 可 首 的 必要 条 件 为 PC,z,T) 保守 且 w(z)EL(~ оо, о), 而且 可 
逆 初 分 布 bG) 是 唯一 的 ， 它 必 为 ， 


w= (Í weas) | wede (4.5.6) 
证 明 由 定理 4.5.1 可 知 此 时 c(z) 生 0。 
1" 首 先 证 明 | ECt,z,ay) = 1 对 >,p.p.h(dz), HAECH 
[eapeywas= o, 


其 证 如 下 ， 由 可 道 性 得 
000) = P(z(t)€ Ө) 
=P(z(0)ER, 200) 60) (R=(-%,0)) 
= P(z(0) СӨ, х(ЄК) 


-f Í, P(t,z, duu (dz) 
由 @ 的 任意 性 可 知 
о Рел, жт) 
同时 对 任意 有 界 可 测 函 数 了 ЖГ 
Јања = |} йи) 
其 中 v(T) = | PE Dua 交换 有 边 积 分 次 序 得 “ 
froun = | { [ао ,ssay) Jacan 
= (TPE) 
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对 1ED(4) 就 有 
{СА аид) = o 

由 于 CICD(4)， 所 以 对 1fE C3， 有 

[canam о. 

2° 先 证 明 一 个 辅助 引 理 , 设 1 EC*( 二 次 连续 可 微 ) , EREE 
内 ，f (5) = 了 (8) = 0， 则 对 任意 9>>0， 存 在 EC3 使 
ү 6<z<8 

2600-6, 5+8) 


Н 5b(6<1)32:0J Е [00а PE k= 0,1,2), 
因而 对 5(0 生 1》 一 致 地 有 (在 - оо z оо), 


С 


Тосо, Об) — 0/00), 


һб) = 


证 明 令 
G- 6-0) аре. -or 
уз (e= 6+0)? 50700 (<z<S8+b) 
1@) (&<z<t> 
0 тЄ(б-5,5+д) 
于 是 ҺЄС:. ў 


EE-E БЯ, HELO) ЕСС о ЬЯ 
ПКЕЕ GO |< IPO] KOPO 
И Ge) |<26|f” (0 1<2|#”0O 1 
14: (ж) <617 1 
ЕСА) ‚ИЛЕС - д,&+ 525 ЉС) = 0) = 0, 
MARE, ОЛС) НО. 
* 129 • 


хла, С) PCD, E= P(O 
M, P, fo KEE EHA ОГЫ ` 
Qj(z2)—> Qia) 0-0. 
3° FIEC, EREGI, POPO, W 


fean cncar) =0. 


证 明 $ 为 2 定义 ， 由 1°| (Qu7) (а) (йу) = 0， 用 有 界 收 全 
定理 在 4>0 时 积分 号 下 到 极限 就 得 
[сараи = oí 


4° ОЗЕ СОБО fE ERER, WEEN. 
的 函数 1 及 常数 w; а, 
g= Df ъа жау , 
其 由 wk、ws* 是 共 辆 方程 Q*o = 0 的 基本 解 。 
证 明 取 Q*v= 0 的 基本 解 w;，w:， 令 


Гута [м сона содае 
В 


i н 
jwawa fiwa 


于 是 B- :存在 。 再 令 
a Гас сае 
КЕ, 
3i Госожа сое Е 
k 
于 是 有 


Jae —Giwi(z) -G:w(z))wi(z)dr= 0 (1=1,2) 


6130 


令 KOER wuwo = aiw: (s) алу (8) w: ()ds + 
E 
1, ој Cg(s) - ауу, (2) — азм (s) w; (s)ds 


дир еә = 60, азана. h, онто ЮЖ 


ЖЖ. | 
易 验 证 jz) 满足 3" 的 条 件 且 Qf= 0-а озу, 


59 «йс, НАЧ иако o. 
证 明 首先 注意 4 中 的 f 由 1(8) = fO = 0 及 引 理 4,1.1， 用 分 部 
积分 可 得 › 
J woas са Гасан содае 
ç ç 
= сапа) амсдаг 0. 
所 以 由 4 及 3 得 - 
| 


ЭА 
f 9(z) (йт) = (а, aa 
[кәнә 


‚езй Фуу B A ЕС 
EI ү а; у» I е 
В, В. f 


(жн: (dz) 


z st. [nivae 
而 (a1,02)B= ef | 
КА [уш 


31% 


= (em tawa widz, cow, +qawa)wadz) 
= =ч, она) 
因此 fiou в, gw oaste [sawi сода 
注意 到 6, ，8: 是 与 9 无 关 的 ， 同 时 上 式 即 
[осо (ьсаг) ~ ciw ts) + Важ, Саг) о 
由 g(z) 的 任意 性 (只 要 g(8) = я(© = 0, бє C) RAMET MIHE 
窟 区 间 Ca,B3C EE, MA CoA) = 人 (ew. (а) +В, wa (2))dz, 
用 测度 扩张 的 叭 一 性 可 知 对 (C,8) 内 的 可 测 集 [ 均 有 
ШГ) = femo +В”; (z))dz 
即 在 CE W йж, ш CE 之 任意 性 立即 得 到 在 0,0) 上 
du<dz, Н Radon-Nicodyn 导数 只 是 av= 0 之 解 。 : 
6° ш Г) 保守 。 
证 明 424 FAG), 那么 0*0 = 0， 我 们 指出 w(z)>>0， 因 车 不 、 


Ж, ЛЕТО ото) = 0。 由 于 v(z) 宇 0, 所 以 zo。 是 v(z) 的 极 值 点 ， 
v (ш) = 0, 于 是 v(xz) 是 二 阶 方程 0*v = 0 的 零 初 值 的 解 ,因而 必须 有 
v(x) 三 9， 这 与 4(( созро) “1 是 矛盾 的 。 


mas 本 >>0， 那 来 dh 一 dz 由 1" 可 知 


ваар =1 je, рар, 


手 是 由 定理 4.5.1 后 面 的 < 注意 ?可 知 P(t,z,T) 保守 。 
132° 


取 wiyw; 分 别 为 w(z)，w(z)| -二 -as( 易 验证 它们 是 Qyo = 0 的 
oaw СС К 


基本 解 )。 那 末 存 在 常数 YY: 使 (由 5") 


du 
ноо осо | сона 


= (х) h(z) Р 5 š 
其 中 


new (пз w). 


` 由 引 理 4.5,2 有 
f nw) Ре@„в,дде= f, fon) wee) Pe z apa 
用 典型 的 带 近 法 可 得 对 任意 有 界 可 测 函 数 fg 有 
[seo [rPe ssa he wde 
= Јес [осоре ,nD RCT) w (a) dz; 


即 ee (T,f) (z)h(z) w(z)dz 


= [ray amawa, > 4.5.0 
特别 车 f,9€ D9 (4)， 则 
Jae Ap соњаи адас = [уаз (Ай) Сосон два 
于 是 对 f, 0601004), FREH 
a op anawa fro (Qg)(z)h(z)w (z)dz . 
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但 左 式 用 分 部 积分 〈 及 引 理 4.1,1) 后 变 为 
ўе (2) Q (gh) (z)dz = Гоо (Qg)(z)h(z)dr 


由 j(EC3) 之 任意 性 必须 有 
(Qg)h= Q (gh), (任意 9 €C3) 
把 上 式 写成 微 商 形式 并 消去 同类 项 后 得 
Сабһ']' + (ag' +bg)h=0, 《任意 9 EC3) 
车 取 g EC3， 支 集 在 C6,5J 且 在 (6,8) 伍 正 ， 那 末 解 此 方程 ， 知 n(x》 
必 有 形式 i 


поа, aaf ds ( š 


— ds  _ (= ВЖЕ 2 
„абон аўа() “95727 t<z<) 


йи, 9, €C), НЕС, 80, НАЕ ССА) ШЕ EIR 
性 无 关 ， 那 末 存在 ci ，asy'B;，B: 使 当 5<z<E 时 有 | 


= ds 
h(a) = f eee nA 
клы „ 90873 (3)0: (s) * 


© i ds 
R  hG)=B, нај, ка Б 
Š 人 | 
Ме ма во KORIO) к чар 


ки =0, (<<$) 
ВЈ 


J -Ê Er) 
a(z)w(z) AON ga) 2 


因此 В.91-992= 0. &<г<&) ta 
RRATU, Bs 不 全 为 0, Ma SECDHA, AEEA 
关 (g; 在 6, 处 为 0)， 导 致 与 9:，4: 取 法 的 著 盾 ， 于 是 只 能 有 . 
=B,=0, ' 
所 以 ` h(z)= 常数 。 G<xz<8) 
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让 性, 名 的 任意 性 可 知 k(z) 在 - co"<z<co 为 常数 ， 即 


Ян z cw(z), 


ах 
因此 1= {и = of жас, 
得 wELC- 0,00), Н о= (人 we) ) 


hCGT) = (F wode у, w(z)dz, 


54.5.3. Ф WEL (- coyco), 又 T 为 作用 在 Li(w) 内 某 些 元 
索 1 上 的 算 子 ， 它 满足 ， I 

(T) 907)с (Т2) 

(Та) (Т"Т!], Т) = (Т!], ТТ) € DT) k,l ,n>0) 

(Ts FEDT), |ўі<ер,р= > |Т} |<ер,р 
则 当 f€ 另 (T) 且 7 有 界 时 ， 包 有 177117. 

证 明 - 

тве ртр 0, THI Т. TO 
对 (T4) 求 平方 ， 再 把 T* 当 作 T(T: 仍 满足 (Ti) 一 (Ts)) 

т< НТ ЛИЛ ТЇ; 
= ls, А 

用 归纳 法 可 得 


т< "ттл 
ш ате, ао 
ЖЭЛ «о, BRITH, HITI Фр), ТЖ. 
пел (тад еса)" И 
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<(e'Íwanas у> CERE 
在 (Te) 中 令 n 一 oo， 得 到 TILSI. 
定理 4.5.3。 若 0 导出 的 满足 局 部 边界 条 件 的 马 氏 过 程 P(tzT) 
TA, MARRET ARTURA (w) 上 对 称 收缩 强 连 续 半 
BT, HERBATRA, HE 
Kf) ба) = (Туш) p.p.dz 、 
特别 当 fE 亿 时 ,To 可 看 成 了 .的 连续 修正 ， 即 宁 ff E СЕНАЖ 
是 连续 函数 《今后 总 假定 它 连续 )。 同 时 有 RATATE 
REST 
®Ёл=1, (4.5.8) 
证 明 ”由 定理 4.5.2 证 明 的 7* 中 (4,5.7) 知 ( 今 h== 常 数 》 对 任 党 
有 界 可 测 函 数 1,g 有 


fao (Туох) weas 


= о yaway ° (4.5.9) 


HERI CLW) BARTNER n 17 0, 对 fn 一 jm 

RT, (由 (4.5.9) 7, 显 然 满足 引 理 4.5.3 的 条 件 ) 用 引 理 4,5.3 f 
Т ls 1 fm ls >0 (тоо) 

于 是 Tf 是 Ls(w) 中 Cauchy 列 。 定义 


Тел (т) lim TJ, 
BATI ЖИЙ ЫЛЕ. 


乞 是 有 界 对 称 算 子 ， 对 任意 9ELs(w)， ERE RTM oe 
* 136 °. 


1з (ш) 


оао) FE T g E ag. B (4.5.9)(g, Tifa) = Син), 
&n- >co 即 得 ` 
(g, р-а, р 
因此 乞 是 全 定 对 称 算 子 ， 因 而 是 有 界 算 子 (9 。 
TEER: ЖЕШИП, ШЇ = 7 了,f 仍 有 界 可 测 ， 和 Tj = 
Taule ЖЄ, сж), WAARIN, 114-150, m TARE 
可 知 


Т,Т = im ТСТ) = lim TT efn) 
alim Tsy fn= suf, 


Tukuni, BIA ATWA. 3E ЛЕ. ШЖ 
жүй КЕ WOA, DOPA h <H le 7 E La G 
成 立 。 ч | 

名 是 强 连 续 的 ， 对 ELs(w) 存 在 如 EC3 使 | 名- 7-0, 于 是 

И Во tFn- 0 la 
АТАНАТ" 
先 取 n 充 分 大 ， 再 取 + 充分 小 就 得 
If-i 6-0) 

(4,5.8) 的 证 明 ， 在 本 定理 条 件 下 由 定理 4.5.1 知 5-1, й 

(A.D 得 zi1 = 1， 因 让 全 的 定义 得 人 1= 1 RARA=A. 
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64.6. 在 局 部 边界 条 件 下 & 导 出 的 过 程 可 逆 
的 充 要 条 件 及 全 部 可 逆 过 程 


本 节 给 出 在 局 部 边界 条 件 下 4 导出 的 过 程 为 可 逆 的 充 要 条 件 ， 
并 找 出 在 该 条 件 下 的 全 部 可 逆 过 程 〈 即 全 部 能 导出 可 逆 过 程 的 予 解 
式 5; 一 一 或 边 值 条 件 )。 由 定理 4.5.1 知 ， 只 须 讨论 c(z) 王 0 情况 
(e(z) 关 0 时 这 种 可 逆 过 程 不 存在 ) ， 所 以 在 本 节 生 设 ` 
cz) 一 0。 


定理 4.6.1。 A 导出 的 满足 局 部 边界 条 体 的 保守 过 程 .P(t,z,T) 


ООУР. w(z) EL( ~ co，co)》 且 对 任意 f,gEC* 有 


(т, 9)= (f, Ti) aW ARD (4.6,1) 
证 明 必要 性 ， 由 定理 4.5. 2 及 定理 4,5.3 即 得 。 С, 
充分 性 ! 在 (4.6,1) 中 取 f=1，9g= Xe， 由 保守 性 .Tl1= 1 得 . 


|А w(z)dz= f? f Paz dwiar Е Jre,z,eywands, 
于 是 ' : 
ше) = [Pezu an), 
др нө) =(| жо: [т ©, 
BO) 是 平稳 分 布 。 | s 
再 在 4.6.1) ЖУ, g ARAT, ӨЧЕ, ,得 到 
| Ро,а,Гужсдаг= | Рал, wade. 
ж [Petea = f Paz omas - ЖЕ 


由 引 理 4.5.2 立 得 P(t,z,T)》 可 道 。 
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推论 ”在 定理 条 件 成 立 下 ,在 CE(= SC。， 兄 定义 4.5,1) 上 有 
(Rif, g)= (f, Rg) > “d, JED) (4.6.2) 
RAT, 的 强 予 解 式 ,(4.6.2) 也 即 《Ssf ,8) = (f ,6,9)), 同 时 Т. 
扩张 为 L(w) 上 强 连 收缩 对 称 半 群 人. ДЕРИ, 有 
“Bf = RJ. HEE) i 
证 这 是 定理 4,6,1 与 定理 4,5,3 的 推论 ， 
定理 4.6,2。 最 小 过 程 卫 。(t,z,T) 可 道 的 充 要 条 件 为 ， 
Pu (t,t,T) RFH, w(z) € L( со; со) 
也 即 〈 用 9 的 系数 表示 )， 
e(z)==0, w(z) € L( — co, ce), 


А i 
La (о) +=, 


jJ: TOLG (f: тюш +оо, 
证 明 必要 性 ， 由 定理 4. s. 1 即 得 ， i 
充分 性 ， HP, (2,х,Г) 保守 ， 所 以 土 z 必 须 是 流入 或 自然 边界 


(定理 4.4.2)， 再 由 定理 4.2.3 中 最 小 解 S81 满 居 的 边界 条 件 可 知 
w Cics>zct 
5061-01 = =Ct E= C#, 但 w(x) € L( — co, о), ‚Ж UAL: Whe 


=Ct， 由 引 理 4. 3. 7 得 对 f EC* 有 
T, = 了 
由 定理 4.6.1 可 知 P. (t,z,T) И. i 
下 面 我 们 将 找 出 9 导出 的 满 下 局 部 边界 荣 件 的 全 部 可 地 过 程 ` 
由 定理 45.1 一 定理 4.5.3 及 定理 4.6.1 的 推论 知道 这 种 可 逆 过 


эЛ. вае weas 


' 


*J39 + 


с(х) =0, W€L(- œ, eo), А1=1, 


ЖЛ = Sf, FEE (也 是 一 个 Li(w( 对 称 予 解 式 ) 
由 引 理 4,4,1 知 在 土 co 为 流入 或 自然 边界 时 ，9Q 导 出 的 满足 局 部 边界 
条 件 的 过 程 必 是 最 小 过 程 ， 而 由 定理 4.6.2 最 小 过 程 可 北条 件 是 完 
全 清楚 的 ， 故 不 妨 假 定 士 co 中 至 少 有 一 个 不 是 流入 或 自然 边界 点 ， 
又 当 土 co 中 有 一 个 为 流出 边界 时 , 由 定理 4.1.2 可 知 w(z) ELGr со, 
co)， 所 以 此 时 9 导出 的 满足 局 部 边界 条 和 件 的 可 逆 过 程 居 不 存在 , 因 
此 只 剩 下 两 种 情况 需要 研究 
(1) 土 co 全 为 正则 边界 点 。 ; 
(2) 土 w 中 一 个 为 正则 边界 ， 另 一 个 为 流入 或 自然 边界 。 
(一 ) 土 oo 均 为 正则 边界 情况 ， 
我 们 先 把 c(z) = ОН + оу ДЯН, ойо" ЛА 
ERL (WPRO $ 12 及 $10》 列 出 如 下 ， 
满足 AS;1 = 1 的 C* 予 解 式 一 般 形式 ， 
Ж ЄС", Smu, ullu c Cs R 
@-д)н=0_ . 
‹5,) {- ону t-o) + t (Mu coco) w бо ёш, 
о, (ами!) (+ со) + т; (Qu) ( + бо) + SU” (2)&, (z)dx = 0 


о, т, ШО) окт tG G= 1, D-E eL- co 0,0); 


ы, 8, 1 R 
“EC HHE 
A-Qu=f 
(5) e-o | í \ 
=a, (ажи!) co) + G, (awu? )( + боў +т, (нх) (~ бо) + 


+T, (Qu) (+ооу+ few (ж)ёу\= 0 


> 140 ° 


А38 


aw 


对 以 上 菜 一 个 {5 А20), SCAER. 

引 理 4.6.1。 若 8(z) 4 且 局 部 可 积 ， 又 对 任意 c(z) ЄСЇШ 
一 次 连续 可 微 )， 只 要 | oz)dr= 0 就 可 得 到 | oz)8(z)dz= 0, 
жж 


Є1(- оо,оо), Oi +0: +71 +T + || 20. onTi>0. 


(x) 二 常数。 
证 明 令 


ф(х) = (- so<a<b< + со) 


(z—a)'(z-b)° 
[e-o -bytaz 
ФС) ECI, HERECKA, bI, A 
Vr) = utz) -ga [oea 
于 是 
єс, [о-о 
因此 由 引 理 条 件 知 
f Toads, 
促 是 
zt со[а) - {ооой}, 
由 >(z) 在 5a, 的 的 任意 性 “C; 且 支 集 在 Co,b 内 ) 得 
tos ава ЖЖ баа) 
Ha РАШИ {ЕҢ , MUER, 
11+ 


推论 当年 c0 均 为 正则 边界 时 ， 且 予 解 式 S; 导 出 的 过 程 满足 局 
部 边界 条 件 ， 那 末 S. 对 应 于 (5,)，(S) 的 表达 式 中 的 如 (x)， BON 
为 常数 ， 

证 “ 任 取 C3 函 数 w， 由 局 部 边界 条 件 假定 x 必 须 属于 SC"， 因 而 
ЖУАНА (5,7005. ) 中 的 边 值 。 于 是 有 


j. u’ (х), (z)dz = 0 G=1,2) 


(w |` waswas 0), С, и 属于 C3 的 充 要 条 件 是 4' 满足 
引 理 4.6,1 的 v(x) 的 条 件 ， 因 此 (x)== 常 数 ， 

WEAR = 1 的 L:(w) 对 称 予 解 式 的 一 般 形 式 为 (5)， 
对 f ELi (W), Rif =w 是 下 述 边界 问题 (Ri) 或 (R:) 的 Ls(W) 解 : 


(K- Qu = f 


一 , 一 
(R) ( (ажи? )( — со) 


Ti аууш оо) у. 
йк КЫ шкы)”. 


(TSN 0, i=1,2) 
Ж үлене (a>0, 7220, ї=1,2) 
(ажи? )( — оо) = (awu’ )( + со) 
ul = co) =u( + co) 
同样 对 一 种 如 上 定义 好 的 (R, A> 0) JERR La (W) 与 无 关 ， 
TERR. ® | 
БИЗА ИЙЕЛИ, RSI, Rr 在 € € 相等 ， 因 此 5S 必须 


SR 有 相同 的 边 值 形 式 。 在 局 部 边界 条 件 时 GSD, (S) 申 的 
sihe 


UO, EORPA, SSR 具 相 同形 式 者 这 种 边 值 只 能 为 下 
述 两 类 中 之 一 种 ， 


{= zí 1 эшсез 


C 
ә (awu” у( + со) -1 u( +оо) 


= 0, (720) 


或 
‹С,) (ажи!) (~ oo) = (амн!) (+ со), 


и(– оо) =и( + оо). 


这 恰好 是 满足 XR;1= 1 的 RR 对 应 的 边 什 形 式 (R;)，(Rs)， | 
综 上 可 知 S 具有 边 值 (C1) 与 (C2) 是 S$; 导 出 的 过 程 为 可 逆 的 必 
要 条 件 ， 下 面 详 明 它们 也 充分 , 即 当 (5;), (S KARE), СС.) 
中 某 一 个 的 形式 时 ，5; 导 出 一 个 可 逆 过 程 、 > 
定理 4.6,3， 若 WEL( хо, оо), (2), . Боо, CF 
式 S 由 如 下 方法 确定 ， 对 f ec*t, S.j=u 满足 
ү о)и=0 
~awu’(— оо) +#1-1ү,и(—оо) 
(атава) 7 ч дб)" 
‚ =0 (Жї x >0) Ж, 4.6.3) 
或 (А 9)и= 0 
md Cy ces ашау 
ub oo) 17А 
ЖЖЖ 
ec 2 
ЗОНУРО, TIMEN Соо, + 上 的 
Feller 过 程 ， ЖЕЕ [二 oo; +оо) Нит. 
证 明 由 (46.3) 及:(2.6.3)7 的 形式 可 知 因此 
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CESC, 2с5С°, -但 C+ 函 数 能 写成 C8 函 数 与 G 函 数 之 和 ， 所 以 
c*cS,C*, 
令 


*], ЧЄС*, Сеў) 


Щ&(=5,С*) = C*。 于 是 T, 为 C* 强 连 半 群 ， 其 生成 元 
А=й се ‹д‹4›=5,С*), 

由 Riesz 表示 定理 存在 测度 Pe.a(T)，Piw([ - со,со) <] 使 对 
тесер [rama = Ta. 由 X541=1 可 知 Та=ї, H 
Pisx((- оо,оо)) = 1, X HFW € L( — со,со), сесі, (w) ,而 sd 
同时 也 满足 LCw) 中 某 个 对 称 巴 解 式 包 的 边 ССК) R RD 
MECA SS= Raf. T AS, 满足 引 理 4.5.3 条 件 ， 因 此 

ТАЛ 17. ЄС) 
但 C* 在 Ls(w) 调 ， 由 Banach-Steinhau8 定理 (站 可知 
А ei, 


用 引 更 4.2,3.3° 同 样 的 理由 可 知 上 Rj = flaro Аво) 所 以 令 


Т = La (w) lim > os" 


ARI ELW) 


МОЛТО ЧИА a 
EJB. IRERE, AIE 44.3.0298 《4.3,7) ВИЙ, + 
СС SiC。， 仿 引 理 4.3.7 证 明 最 后 一 自 可 得 对 1 EC 有 ， 
То кафт НАТ ЮА. 1 
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再 由 定理 4.3.1 知 道 存 在 一 个 转移 密度 p(t,z,0)， 使 对 JE Ce 有 
Tef(z)= Тус) = 18 Тайра„хыйду, . 04.6.4) 


ЗАРС, = = раа misma, а = 0", 
所 以 它 是 5 - oo,c0) 为 相 空 间 的 Fefler 过 程 。 在 (4.6.4) 71, 
由 Ti1= 1 得 B(bz;) 保 守 , 故 由 定理 4,6,1, 过 程 P(t,z;T) 为 可 道 的 ， 
(二 ) 土 吕 中 一 个 为 正则 边界 另 一 个 为 自然 边界 情况 ，( 不 妨 设 
+ oo 正则 ，- co 自然 ) w(z) €LC— co，co)，c(z) 一 0， 
由 于 此 时 wi(z) 无 界 ， 由 引 理 4.5,1 知 
um8f=SM+u,| ja. 
于 是 由 定理 4.2,2 得 
uC roo) ual + 00) | fdu = иб + 00) 0 ашан, 
EAAS $ 12 中 的 办 法 可 得 (对 Mt: 抽 * 弱 收敛 子 列 》 
u(+eo)=u,(+eo)ludt, 
最 后 得 
ри( + co) + G (awu СЕИ «онаа 0 
р+о+т+>0, р, а, т, (02)20, t wot iero 
соу 其 中 满足 NS\1 = 1 者 必须 p= 0. А 
另 一 方面 ， 由 于 -~ Еники 2.8, ых ®® 


ассо) ео, “5 


即 
(Qu) — o) = 0, аа ass 
I С жыз» 


出 此 可 知 ， 满 足 lS:1 = 1 的 S, 其 umS,j 为 下 述 问题 之 解 : 


@-@)и=]. РЕС? 
ДЕСЕТЕ 0 (4.6.5) 
(ouj(-co(-0 7 


而 内 由 引 理 4.6.1 可 知 其 中 满足 局 部 边界 条 件 者 必须 5(7) 呈 常数 。 
类 似 于 (9 8 10， 我 们 可 求 Lo(w) 上 对 称 予 解 式 T 的 一 般 形式 ， 
设 
u= Rf = [есеоларжарау š 
由 С.г, у) = Со (х, у) + сци, (Y) te (0) 及 u, СП (м) ŒW 
WELW, 93855 — co 自然 边界 矛盾 )》 和 G(x,5y) 关 于 x,y 的 对 称 
性 ， 必 须 有 
GT) = С? (х,у) + би, (z), (Y) 
(其 中 Gy (a, PERES УНА. РЕ 


w= SPf + ви (2) ји, (DIV WW A 
| =S? f+ ou, (z) и. (PWD A~ Q n (u)dy, 


л о исо) = 2599. ран) = 中 .对 + 有 


ul+ ° =u, (+ co) fu WAS ашёи. бк 
用 引 理 4.1.1 及 分 部 积分 ， 德 


UK(+co)= au, ( +00) Caw (uu, —u,u )>。 ` 
= — аи, (+ so): (awu! )( + оо) + Ви( +оо), 
Kh 
B= at, ( + oo) (awu; ) (+ со) 
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Bp 
(1-и + оо) + au, (+ co) (awu) (+ oo)=0, (4.6.5)7 
由 (4.6.5)，(4.6.5) 可知 在 满足 XS,1 = 1 及 局 部 边界 条 件 且 又 有 一 
个 与 5; 有 相同 边 值 形式 的 L，(w) 对 称 予 解 式 R. 时 ，S; 必须 具 形 R 
1-8= 0， 即 w=S;f(f EC*) 满 足下 条 件 的 唯一 解 (方程 (一 0)w = 了， 
在 (4,6.6) 下 显然 有 唯一 解 )， 
(А 0)=], 
ансо, (4.6.6) 
(и) оо)= 0. 
于 是 有 
定理 4.6,4，。 若 WEI(- co,co),c(z)=0, 一 co 自然 ,+ co 正则 ， 
则 由 (4,6.6) 确定 的 C* 予 解 式 满足 5C"=C*，CECS,C。。 5S) 导出 的 
过 程 有 转移 密度 且 可 六， 它 为 相 空间 [~ со, + ce] 上 的 Feler 过 程 ， 
因而 是 取 值 (~ со, + 吕 J 的 Hunt 过 程 〈 但 未 必 是 取 值 (~ co,co) 的 
Hunt ith, MAP, = оо) = 0 对 固定 上 还 是 成 立 的 ) 。 
证 明 与 定理 4.6.3 证 明 完 全 相同 。 Я 
(=Z) 土 co 中 一 个 为 正则 边界 ， 另 一 个 为 流入 边界 情况 ， (不妨 
设 + co 正则 ， co 流入 》 
PEWEL ~o, со), с(т)==0 情况 (必要 的 )。 与 (二 ) 
类 似 地 


u= 5} = 52] ды 


и( + co) 与 (二 ) 情 况 完全 一 样 ,在 ~ 吕 由 于 是 流入 边界 得 ( 因 awu; (x) 
ж, 


“awu” )(— оо) = awu; (= s)(aiwtaz+ үз 0 
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与 (二 ) 完 全 类 似 地 得 到 S QS = 1， 满 足 局 部 边界 条 件 ， 且 有 一 个 
在 Ін К ЭНЕ НИЕ) 必须 是 ч=5,] 
《jEC*) 为 下 述 条 件 的 唯一 解 ， 
(Q —- Q)u = f, 
е тя 0. - 
于 是 有 ， 
定理 4,6.5。 若 wELI(- coyco)，c(z) 一 0，~ оой А, + co 正则 ， 
则 由 (4.6.7) 确 定 的 C* 于 解 式 满足 5C7=C*, CICS NRAN 
过 程 有 转移 密度 且 可 逆 ， 它 为 相 空 间 ( со, + ce] 上 的 Feller 过 程 ， 
综合 (一 )，( 二 )，( 三 我 们 得 到 ， 
定理 4.6.6。 ЖОЖ С" 予 解 式 S; 满 足 局 部 边界 条 件 ， 则 它 
能 导出 可 道 过 程 的 充 要 条 件 为 ， 
w(z)EL(-coyco)，c(z) 一 0， 
)S1=1， 


(4.6.7) 


rsse ‘W(X)dz = esre *w(z)de, . 


同时 满足 . 
定理 4.6.7。 存在 8 导出 的 可 逆 过 程 的 充 要 条 件 为 ， 
W(z)€ L(—co,co), c(z)==0, 
在 条 件 成 立 下 的 所 有 可 能 情况 为 ， 
1° 在 土 为 自然 或 流入 边界 时 ， 可 逆 过 程 唯一 ,. 即 是 最 小 
2° 在 土 co 中 有 一 个 为 自然 或 流入 边界 ， 而 另外 一 个 为 正则 边 
界 时 ， 可 道 过 程 唯一 ， 它 不 是 最 小 过 程 ， 而 是 由 边 值 条 件 (4.6.6) 
或 (4.6.7) 确定 (假定 + co 正则)。. 即 在 正则 或 流入 边界 处 对 应 于 纯 
弹性 边 值 条 件 ， 在 自然 边界 处 对 应 于 纯 附 着 边 值 条 件 (5) ， 
014. 


3°. 在 土 co 均 为 正则 边界 时 ， 可 道 过 程 有 无 穷 多 个 ， 它 们 全 由 
(4.5.3,) 及 (#.5.3.) 所 确定 。 而 最 小 过 程 必 非 可 六。 

定理 4.6.8。 8 导出 的 满足 局 部 边界 条 件 的 可 逆 过 程 必 是 取 值 
于 【- ce，+ec] 的 扩散 过 程 ， 即 ， 把 + oo 及 一 2 分 别 看 成 正常 的 
点 后 ， 存 在 转移 函数 P(t,z;T) 的 马 氏 过 程 zz， 它 的 几乎 所 有 的 轨道 
都 是 取 值 于 [~ оо, + ce] 的 连续 函数 。 

证 明 zx 是 C~ оо, оо) 上 Fefter 过 程 ， 当 然 满足 Дынкин 的 条 件 
L(T)((68)P134) 。 

今 证 对 5[- оо, + ce] 的 任 一 个 紧 子 集 P，[6]p134 中 条 件 NT) 也 
满足 。 

HIER 00, <d, 0<А, СА; RW Ë Ф 00,12 0С, ШЖ 
Poring Pasai -41s Paman a MENTE ; 


Ё w) -人 -OEYET+Or 
СИРЕНЕ +’ 
1 А,<у 
рас УФА, 
е, ople YS-A, 
P- аа А; 


TÆECNSIRTC HERATDA). 
且 有 
Ар, уь зв (3) = 0, Ар, ду, д:(со) =0, 
Ар_„ уят» -42(— ©°) =0. 
由 Дынкин(о) е gë 3.9” PT SIN (T) W 2 
再 由 {s) 中 定理 3.5 得 到 具有 转 殉 函数 P(t,z,T) НЕВИН ЫЕ 
х, 的 存在 性 。 
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注 ， 对 最 小 可 六 过 程 而 言 ， 由 于 土 co 为 流入 或 自然 Я, Ж 


土 ccp*p 不 能 达到 (9， 押 以 此 时 轨道 在 通常 意义 下 也 是 连续 的 ， 
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第 五 章 “ 不 可 道 和 细致 "平衡 与 环流 分 角 


Ba. A ж 
‹®%х#› 


达到 平稳 的 马 氏 链 GIS) ЛЕГ), Hin 


s 0 
P= Теа 
©» 
1 0-0 
这 时 它 有 平稳 分 布 
= 仁 ; 1 1 
u(i зб) 
而 
. PO 
з 9 
к i 1 
и $$ i 
1 
500 
可见 


7 шру+#ешру. (ij) $ 
容易 看 出 ， 时 齐 马 氏 娃 ( 过 程 ) 平 稳 的 充 要 条 件 是 它 的 一 维 分 布 
` 本 党 名 5,5 是 按 汪 堵 庄 文章 改 守 而 戌 的 。 
| 151. 


p: (t) =P(X(t)= i) 
ЖИП ИЖЕ. EARTE (可 北 的 情况 于 ， 由 于 任意 两 个 状态 
间 的 镀 率 流动 都 豆 相 平定 ， 就 宫 持 了 处 于 每 宋 状 态 的 概率 不 计时 间 
改变 。 然 而 ， 当 马 氏 链 〈 过 程 ) 不 可 着 时 ， 上 述 的 平稳 性 是 怎样 保 
持 下 来 的 呢 ? р 
仍然 以 上 面 的 三 阶 马 氏 链 为 例 来 研究 。 请 注意 到 ， 
1 


АЕ 
З вт 
(ир) = 4 +[0 0 + 
6 1 d 
о о 


0 % фор 


m 


就 可 以 看 出 


WiPis =U Pra = ираг =4, 


upi=0 (ОЁ). 


4 I 
也 就 是 在 单位 时 间 内 有 -的 概率 由 1 迁移 到 2， 又 有 -的 概率 由 2 iË 
移 到 3, 还 有 圭 的 概率 由 3 迁移 到 1。 由 于 在 1-*2->3-I 间 不 息 地 循环 
地 流动 ， 而 保持 了 各 状态 分 布 的 平 І 
多 ,这 也 就 是 所 谓 的 环流 ." INi 
本 章 讨论 不 可 逆 的 平稳 马 氏 过 N: 
程 是 怎样 达到 平稳 的 ， 结 论 是 ， 
平稳 只 能 由 细致 平 衔 、 环 流 平衡 或 
这 二 者 的 组 合 来 达到 .在 后面 几 
市 还 迹 一 步 讨论 环流 的 物理 意义 及 
有 关 问题 。 i 
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85.1. 环流 分 解 定理 


例 三 能 阶 的 激光 器 ， 它 的 粒子 能 在 1.2、3 三 个 能 阶 间 联 迁 , 当 
它 稳 定 的 时 候 ， 各 能 阶 的 粒子 数 保 持 一 个 稳定 的 分 布 : (Uiks), 
设 各 能 阶 的 妈 迁 梳 率 可 由 如 下 转移 矩阵 表示 
Pii Pis Pis 
P= (pa, Ds: Pis 
Pai Ps: Pss 


那么 ， 这 里 的 定 态 是 怎样 实现 的 呢 ? 由 于 


(и,,й,,иь)Р= (u ,ls us) (5.1.1) 
即 
шарі: 十 Wapal Tapa: =й 
fanas +u;Dya + Uspsz = Hg i (5.1.2) 
wiprot арза tuapss = Мз 
也 就 是 
шур, +йзРь =u (Pia ЖР) 
uspis tuspss = u (Dr i + Ds a) 
wipis tapas = s (Dsi T Paa) 
所 以 
шр Шара: = tapas — Wspss = Шара: Шарла. (5.1.3) 
жр : š 
WiPpis 一 天 ?了 3 =a 
TREZE š 
Mb imtaaP anta, Ci=1,2,3) (5.1.0 


#е>0, H 
i +з, 


WiP2as=d1, Wapas =d2, UPa =s (5.1.5) 
upi di d; оа 0 


umne d, шь, ds ).[° 0 a) 5.1.6) 
ds Сй, uipss а 0 0 


或 者 
Pii i 40 Ж. 
(р) = ар. Е + 0 0 S= (5.1.7) 
шешт 说.0 0 


前 一 部 分 车 记 为 (api;) ,后 一 部 分 记 为 《p57) .那么 ， 
ші арі. = Uy Dy = di, 
Wi Dis =u, Ра. = ds, ==>u pu =üu;jspa (5.1.8) 
из Das = Ws Dsi = da, G,j= 1,2,3) 
而 且 EV 
оа, ара ў (5.1.9) 
ш=0 ЖЕ , 
这 里 солод, ООП, Co) 称 为 
环流 部 分 。 
上 面 这 种 分 解 可 以 推广 到 一 般 情 况 。 本 节 就 讨论 离散 时 间 的 马 
氏 链 的 细致 平衡 与 环流 分 解 。 
定义 5.1.1。 (环流 矩阵 ) 矩 阵 R= (Riz) 称 为 一 个 环流 矩阵 ,如 
果 存 在 it，i1，,…，im 彼 此 不 同 ， 及 o>0， 使 š 
R= imisj=is, k=1,2,2:,M Gm 44i) 
0 其 它 Н (5.1.10) 
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这 时 ， 称 a 为 R 的 环流 量 ，i ,ia，… MBARA E. 
引 理 5,1,1。 设 有 n 阶 把 阵 css) 六 0， 满 足 
cS, cn=0 I, =ke). > LLID 
cyron=0 © (5) (5.1.12) 
®оу= Хён @Я41,2,+е,п) (8.1.13) 
则 
c= Z, RP 
其 中 (RP (к= 1,2,4 MERER, HRP 仅 在 cb ОРА ИВ 
#®. | | 
EA йс), >, ш G. Я 13) 9, BR сз, 3,>0, XEF 
(5.1.12) арш ж}, де), .>0 出 发， 又 可 找到 cjyyy>0， © 
且 思 闪 轧 ， 如 此 不 断 地 作 下 去 ， 可 得 如 ， 坊 ,… 直 到 首次 得 关 使 
Et Jis ets а} 
Who WRIS 
Феј hajm rs “9 бм ja, маа == =i, 
ЖА, D, b, +", MEERA, 而且 Ë 


Cia 1,1,5 U 61м Der Cimti>0 


现 令 
ча mh айана? Bis 00,006, (l-i ім)» 
Gl) ' 1.10 
与 . 
© G, p€ -> 
RiP = Ç ү, 
вре ео 129 
那么 PeUP ETEENI 20; 
š: ре йа. тї Л 
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(ef) = (ei) = (RIP) 
Ис?) Ж ДЕ (5.1.11), (5.1.12) (5.1.13), 0E (cj) 中 非 零 
元 素 的 个 数 至 少 比 (ci7) 的 非 零 元 素 的 个 数 少 1. 因 而 , 又 可 以 得 到 环 
HERP), р 4 (с?) = (с) — (RPI Сс) ЖАД ЕЁ. (5.1.11), 
(5.1.12) 与 (5.1.13)。…… 训 此 重复 下 去 ,由 于 非 零 元 素 的 个 数 严 
格 单调 减 小 ， 所 以 必定 存在 一 个 N， 使 

с09=0, (і, j=1,2,",n) 
也 就 是 说 

(eu) = (RG) + (су?) = (RIP) + (В) + (ej) 

= == (RIP) + (RIP) +: + (REO) +оо 

= (RED) + (REP) +++ (куюу 

= ‚‹®?) 
引 理 证 毕 。 së | 

定理 5.1.1。 《有限 状态 马 氏 链 的 基本 分 解 定理 ) 若 马 氏 链 的 转 

移 矩 阵 为 Pu) 1,2，*…)， 它 有 平稳 分 布 {ui) 6 >0(1= 1， 
2, , 则 可 有 分 解 式 ， 


(шшр) = (ще D) + D1 RIP) (5.1.16) 
或 Р 

Pu) =. + > РР (5.1.17) 
ER D (pi 是 具有 性质 

Mimi = Ujiji (5.1.18) 


并 保持 0 所 zis<<pi;(1) 中 最 大 者 ， 
2) арр) = (RP i ЖАВ IRE uuu >u pa ЇЇ} 
不 为 0 
由 于 1) 与 2)， ROROA ONAIR, Zw) 
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为 其 环流 部 分 。 
定理 说 明了 一 个 平稳 马 氏 链 的 转移 矩阵 可 以 分 解 成 细致 平衡 部 
分 和 由 若干 个 环流 组 成 的 环流 部 分 。 
定理 的 证 明 ， 令 š 
Pig = (ipu (1) Au pa (1))/, 
我 们 就 有 
OLP LPi) /t = pi (1), 
与 
Ui Pij = Wi арі. 


T 1.18)Н0журу(1), 那么 


Wt Supi (1), 
u/za<u;jpA(1), 
也 就 有 
0<uimu = uszy шр) Лаури) = Wi Di; 
即 
OST <D. 
说 明 spis 满 足 定理 中 条 件 1)。 
又 令 
сіз = ip (1) bi ориз, 
容易 看 出 : ir 
0<ci <upu(1), - 
Caca = 0, 


E Beu = 2 tupu (1) —_ > н аз 
= 之 ган) 一 > 1 Ри 
= X> шруб) - X> w pa + ен 
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=uj-u; D ри+ Dcn 


= 之 ;cn „Жы {= АЁ 

可 见 (ei;) 满足 引 理 5.1.1 中 条 件 《5.1.11) 一 (5.1.13), 由 下 理 
5.1.1, (1) 0, 应 有 

су = УЧ RP 
因此 

WiPii(1) = шр + > ТЮР 
Фр = КО /wi， 立 刻 可 得 

тб) =арә + DS. pb, 
此 即 需 证 。 . rosa. 

注 ， 定 理 5.1.1 中 条 件 w>0 可 以 去 掉 。 这 时 只 澳 令 ， 


pu Лиурн Wi>0 


«і =] 
Di (1) s ш=0 
p? = ү /ш ui>0 
0 ` ш=0 


Жзй5.1.2. СЕЖЕ Н] 数 状态 观 铸 链 若 有 转移 矩阵 
CD)G= 1,2,…), 及 平稳 初 分 布 {wi}, 则 可 以 有 分 解 式 ， 


(ш) = (Wi apu) + УСЕ) (5.1.19) 
或 
0000) = abis t ар? Qi =1,2,) — (5.1.20) 
使 得 ， | 
D GPD 是 具有 性 质 (5.1.18) PERS SP) p 
大 者 kig > 7 
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D (бщ?) = (Кр) 是 环流 矩阵 ЕНЕ {дЕн pi >u pb 
非 0. š А 
定理 5.1.2 后 的 那 段 说 明 ， 在 此 仍 有 效 ， 不 再 重复 。 ` 
证 明 ЕТЕ н, 我 们 将 n 以 后 的 所 有 状态 合成 一 个 状态 ， 
记 为 -n+ 1)*。 这样 识 形成 一 个 新 的 有 限 个 状态 .04+1 个 状态 》 3 
Ki, САВЕЗЕ. š Š 
“Р(Ф) = („риу (t)) 


而 : ы š 
Eis pi (t) yin 
anpi (t) Hian, j= (n+1)" 
„дуб =) Eap i ti) јн (5.1.31) 
рути 


Уди апар | teja . 
C Susah sa: ° щі=ј= (n+1) 


由 于 Ж» sta = 0( 对 某 个 n 成 立 ) 的 情形 本 质 上 和 有 限 个 状态 无 
区 别 ， 所 以 我 们 不 妨 设 忆 zwua>>0。 这 样 (5.1.21) 式 对 一 切 4> 0 都 
是 有 意义 的 。 

容易 验证 新 的 n+ 1 个 状态 的 马 氏 链 ， 应 有 平稳 分 布 {whi} ,其 中 

i= {мч isn 
Dan й=(п+1)* 


(5.1.21)/ 


并 且 А 
нйн р (t) = ав 1,2, ,п,(п+1)%) 
由 定理 5.1.1， 可 知 

Au (= S+ b 1,1,2, (h£ DS 

(5.1.22) 
由 于 . 
ЕЕ? УУ виа 
9159. 


4i jsa Я Р <: 
ар = ipi (1) Apa (1) = Pig 
Вп + oo 
PP —> Piz (5.1.23) 
另 一 方面 (шр) = КЕНЕ, RIER (ЕР) 
《k=1,2,.… Ns) 中， 其 路 径 包 含 状态 《n+ 1)* 的 那些 环流 矩阵 记 
DOARP) =, RO ,其 余 仍 记 为 vRe ,这 样 分 解 式 (5.1. DRAR, 


н: 
за PD = u sap У КОО + Жаран ` 


А - 27 (5.1.24) 
分 解 式 (5.1,24) 一 般 不 唯一 ， 但 我 们 可 以 选择 一 种 分 解 ， 使 
局 ,会 LR ks 1,2,5, МЕн 
= в Dki 1 Nia} 
FE, RMS uae 
вё Vp. L (6424y 


LAF, СЗ фа), Е É L 
(n+ 1)* 的 后 一 个 状态 是 S4,， 则 


R inie Sa, >00 、 


W EaR cnt oS еек 那么 


心 en 


<, = RE a Sey (SHE {1,2,.,n)) 


ye 


这 样 就 有 
wap 


Ра 
„<Б, RI кез А 
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Ӯ мер 
т “у Wt СЭУ Еген 


` = (+ ›. Ca) 
<5 S „Калу Uh Roo) 


м хо > 
¿Sa y a RO. 


<Б) sess Paroa)  (1Ң(8.1.24)) 
| = S (Su ua) А Zion ша бы Е 
С (5.1.21). 5(5.1.21)) 
= 5..5 „мары. 
-5 iD. Pas )w= > bent 
由 于 {uj 是 平稳 分 布 ， ма + co， 因而 7 
а> АЫ I 


因此 ， 由 前 面 的 不 等 式 | К 
не > „5 i Ko 
由 此 ， 在 (5.1,24) 两 边 令 4-> + оо, ДЕЈ 
WPC) = Wi apy + хав ` ‚ (5.1.26). 
(5.1.23), 91.287 个 .1.2 其 中 右边 和 号 取 痪 一 切 R( 岗 
4 6G5.1.242 ?中 的 元 素 ， 它 们 最 多 是 两 列 个 。 
СО РОЕМ ; 
pp = уун o Buo 
0 е Su = 0 
到 此 定理 证 完 。 к; 
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系 1: 当 马 氏 链 可 道 ， 则 分 解 式 (5.1.19) ФЕЙ (RIP) 
为 0, 即 К: 
шр = и ар = шри Лири = ирин. (5.1.27) ` 
系 2: 对 无 穷 维 矩阵 c = (cij)， 只 要 满 吓 引 理 5.1.1 中 的 条 件 
《5.1,11)、(5.1.12) 与 《5.1. 13) E Ziti < + o 《将 它 记 为 cv)， 
则 c 可 以 有 分 解 ， 
c= УК (或 ci = Y RIP, ВӘ = (В), 
HPR” (k=1,2,-- УБИЕ, ЗЕРНЕ 仅 在 cp 六 0 时 才 可 非 零 ， 


和 号 下 最 多 为 可 列 项 。 
证 明 © ; 
си/2 Ўз Djoy, td 
0 82 c =0, а] 
Pi=) 1 
> ~ MZ caso, š р СЯ 
1 щ усу =0， i=j 


Ww = E cu /ea, Cis = Co (Piy ш Po TARANEE, 
ENS.1.2. D АН, L, Q in 又 如 
RP i (1)pPisis(1) epin in(l) р, (1) 与 Pi,i, 0 Pipi, (1)… 


narin 


Pipin Piip DORRAO, WER . 


m Prin O) SS 
i АРТ zq * 
7 ов s II пар ‚ Сез) оо) у 


DBA АЯ айты, u. ЕНИ 
ila sa ИК 使 得 
ri "a > 


| 网 称 油 此 了 路 有 一 个 环流 。 
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定理 5.1.3。 一 个 平稳 不 可 约 马 开 链 不 可 道 的 充 要 条 件 是 它 至 
少 有 一 个 环流 。 ` 
证 明 RAWX, ЖА 
шті (1) =u;p j (1) 


因此 
К ы А Ы ш m la 1 
пө = log А = log 
=1081=0 
见 不 存 在 环流 。 


EZ, RUX, W : 
mipi (1) =h Pis + 2 RIP 
HPRP 中 至 少 有 一 项 ， 那 么 
шруб) ~ w jpa(1) =Z (RIP - RP) 
ЖЖ САЦ) ДИЕ, їз, e Lo MIME, 那么 


5 а -RD 
Wi, Pisia i Pi >R Е 


na Tinah 
=, =01>0。 
因此 1 
5р: D 


„= log Тее А 


е 
"з та Por D 


ч ра (D et, 


=: Pipas ig Diggy 


= log а C hasil) 
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, 


(йз, 


Heert эў, 


Gu, 


+a, 


>0 


йз, 


可 见 -和 -iv 和 中 存在 环流 。 


85.2. 独立 环流 的 个 数 的 唯一 性 


在 本 节 基本 分 解 定 避 让 所 作 的 分 解 方法 ， 即 使 在 有 限 凑 态 的 情 
况 下 也 不 唯一 ， 例 如 


L 
2 
0 


(рус) = ‚@.2.1), 


e nj sle о 


则 按 上 上 节 定 理 5.1.1， 可 以 有 分 解 


| 


01000000 


0 0 1 0.00 0 0 
0900100090 


+ 


000 0 10 000 


| 


000000 0 


00900000 


1 


x 


1 


1 
эр1 + 


(штуу) 


2 о ооооторо 


00000000 


а 

СУ 

© 

= 

x 

БЕ 
—nT LS. —ÓÑ 
о ооз о оо о ө 
о о о о о но о 
© о © о оо о н 
© о © о © о о о 
ееоеоооеоо 
о о о оооязо 
© о© ос © о о о о 
© о © ө о о о о 
шы ы экы" 

+ 


НАХ 


但 也 条 有 秀一 各 分解 符合 定理 5.1.1 中 的 要 求 。 


5 


94—49 
Фоо о о М 
оо Ф оо 
о оо сч 
ооо ч о 
ө ө чо е. 
оо о о о 
о ө о.о о 
© © осо о: 
4 N 
w] 
“+ 
= 
°з 
， “IN 
" 
Š 
S 
z 
š 
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0910000090 
о0о воооо 

.ļo0 0000901 

110000 0 000 

210. 00:00000 
10000000 
mrenea 
00000100 
00000000 
00000000 
00000001 

+20 о0ооооор (5.2.3) 
оо ооо ооо 
00000010 
ШЕШ 
0000010090 


分 解 式 《5.2.2) 5. (5.2.3) 不 仅 分 解 所 得 的 环流 矩阵 不 同 ， 
而 且 包含 的 环流 矩阵 的 个 数 都 不 同 ， 在 (5.2.2) 中 有 二 个 环流 ， 而 
65.2.3) 中 有 三 个 环流 ， 示 意图 见 图 5.2.1。 

在 物理 问题 中 ， 往 往 环流 代表 物理 参数 .环流 分 解 的 方法 不 叭 
一 是 易于 理解 的 ， 因 为 物理 参数 可 以 有 不 同 的 选取 法 . 然而 ， 独 
立 环流 的 个 数 不 应 该 不 同 。 怎 样 理解 上 面 所 举 的 例子 中 出 现 的 情况 
йт 本 节 的 定理 说 明了 在 上 述 例子 中 出 现 的 情况 恰好 是 系统 达到 了 
HELADA. 如 果 人 允许 系统 有 一 点 家 小 的 误差 ， 那么 ， 独 立 环 
流 的 个 数 就 是 确定 的 ， 它 不 会 随 分 解 方 法 的 不 同 而 异 。 而 实际 的 物 
理 系 统 就 正 是 这 样 的 。 
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be 
《5.2.2) 的 分 解 及 | „© в 
Ку и 

@—@ 9—0 © 0 


定理 5.2.1。 设 矩阵 C = (с) 满足 引 理 5.1.1 中 条 件 〈5.1.11)、 
(5.1.12) (5.1.13), 《以 下 为 方便 起 见 将 此 三 条 件 统称 为 条 件 
(0)), 令 | š А 

па =min (m, Се АОСУ, КОНЕ) 
Ë ы (5.2.4) 
Lin <+, H ç а. 
ESRO КЕЗО +. Кее ы (5.2.9) 
(К СКИНИ 


€ 187 +» 


则 R， 妨 2，…，Roo 是 线性 无 关 的 (就 是 说 ， 在 使 环流 矩阵 的 个 
数 达 到 最 少 的 分 解 中 人 各 深 流 矩阵 组 成 线性 独立 组 ). 
TA BRER HALTA WEE, ，…，jv 使 
D R=0 (对 一 切 i 1, 2, =s, п) (5.2.8) 
Rh h. е, А20, haha ayo ha <0. hi = тах һа, 
则 存在 1>ak>0， 使 


Pl hl, 2 D E 
i 


于是 (5.2.6) 变 为 
Rn+ 卫 is(1 -ahD КӘ = Prha (° ОЕ” | 
5 f 
э. Жу Н 
ai R=s+1, 5+2, е, т) Й 
к 1 š 1 ” ` Ë 
ЖЖ 2 
Z. Re aD uR” 
于 是 
Сч ‚Жл, вә = Эр aR” + >J 7 
= Bs RY- К 
《其 中 
RY үш са s<k=<n,' 
ў aR” 2<k<s 


是 环流 矩阵 .) 这 与 ns 的 最 小 性 矛盾 。 证 完 。 
ЖХ5.21. АЁ A= (a) AIERT B= (у) 中 : ( 记 为 
4<B) 如 果 由 by = 0， 必 有 ay = 0。 ü 
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在 本 章 8.5.1 中 环流 分 解 定理 中 的 所 有 Е ССр вро) H 
RO < (шри Di D, | 
令 Р 
сіз = шри (1) — шї; AUP 


仓 ={B，E<c， 且 E 满 足 条 件 (5.1.13)} (5.2.7) 
&.= (E, 了 <c，c+B 满 足 条 件 (c)， 且 
Ез (6), 16:1<6)} ' (5.2.8) 
显然 避 是 一 个 线性 空间 ， 对 于 EE C , 总 存在 一 个 bo>>0， 只 Ж0<5 
<d, RAEE ё.. 
хла ~ z 
好 = (R, ВЕЖЕ, HRC} `: (5.2:9) 
与 
°= (R, RER, R= (т), r= 081) (5.2.10) 
#gmgcë. 再 令 
т, = 居中 线性 独立 元 素 的 个 数 。(mo 可 取 + оо) (5.2.11) 
引 理 5.2,1。 若 m。 之 + co， 则 存在 @。 тюл, 它 不 能 表 为 忆 
m ~ 1 个 元 素 的 线性 组 合 。 _ 
证 明 由 于 mu<+ co， 所 以 由 定理 5.2.1 与 上 节 环 流 分 解 定理 
可 以 知道 fe 科 me<:+ go， 那么 C 和 矩阵 中 非 零 元 素 的 个 数 最 多 只 有 有 
M HEE РАЖАА И, Ц pm - 1 个 元 素 张 成 的 线性 
空间 也 只 有 有 限 个 ,分 别 将 它们 记 为 X,， X... X. 下 面 我 们 用 数 
PHARE HERLIN: X, ,Xi ФБА С E? ЖА, 
АЕ Хі ХХ 
对 4=1, 由 m。 的 定义 ， MERK 一 省 2, 
但 AEXi; - ! 1 " К 
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设 对 9 权证 的 结论 正确 ， 现 证 对 9+ I 此 结论 也 正确 .对 于 任 给 
XX. е, X. ， 既 然 对 4 结论 正确 ,那么 必 存 在 环流 矩阵 
AER, BAC X, X, Xi MRA EX, o ФА = А, 
即 可 .所 以 不 妨 设 AQ ЄХ, о, ， 这 时 又 存在 环流 矩阵 Д.Є, Ш 
Ж, ex, е, х, Xi OMRE Xi, ЖФА = Aa M 
可 ， 所 以 又 可 以 设 X。 ЄХ, РАНЕН RR B Ba. ЖГ 


` BAe BAE Xu» Жс АЕ; 


+A Анни, жн As， 的 定义 可 知 二 维 空间 
Xx 不 能 包含 于 Xi ，Xi,，*，Xi。_， 之 任意 一 个 中 。 因 此 最 多 只 能 
有 一 个 值 ak 使 
` Acto A €X, Wati, й, эз, lasa) 
ахо | 
А; +аА, Єх, . 
Еа, оц, а, е, бал, 0, + 
Ас = Aat t, А, Ë 
M Aee ÈX, y Kis oey Re IAT AEX mëny: 
вА, ТА ЄХ s и BERE х ‚ ША, E 
Ху, ,显然 4o+lE 亿 由 数学 归纳 法 所 要 证 的 结论 得 证 。 
所 以 ,可 以 找到 4。EX:，X:，…，Xi， 再 取 0> 0 充分 小 ; 就 可 
BROA, EC,( 这 是 因为 C 的 非 零 元 素 只 有 有 限 个 ,当然 4 的 非 零 元 
素 也 只 有 有 限 个 ， 因 而 上 述 充分 小 的 9> 存在)、 引 理 证 毕 。 
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定理 5.2.2。 设 矩阵 C 满 足 条 件 (c)， 又 令 
N, = шах(тіп(та С+Е=- ЕО +. +R, RD ERR} 060), 
N (5.2.12) 
则 
mo =N, (或 同时 为 + оо) (5.2.18) 
证 明 车 N.= + co， 则 对 任意 大 的 正 数 L， 必 存在 EE О., {# 
C+E 的 极 小 环流 分 解 中 的 环流 矩阵 个 数 大 于 工 ,由 定理 5.2.1 知 ， 这 
些 环流 矩阵 是 线性 无 闫 的 ,因此 mo >L, HLH ERETT, = + co, 
ДІМ, тиу + оо, М 
ЯМ, < + %, 设 N. 的 定义 所 涉及 的 maz 在 8。€ 6..8], WK, 
FERWER, RO, ,RN 使 C+Bo 有 最少 个 数 的 环流 分 解 


С+Е, = R +R 4g RNO (5.2.14) 
HEMS. IMRO, КО, e, КОЕ, Bu 
то2№,, (5.2.15) 


另 一 方面 ,由 (5.2.14) ЧЕ, <C 可 以 知道 C 抢 阵 中 非 零 元 素 的 个 
数 至 多 只 有 有 限 个 ， 当 然 me。< + cc。 下面 我 们 往 证 ， mu = N.. 
Ит, < + оо, 5.2.1908, ЖАЄ ШЕКЕ 
Канат, А= (41s) 的 环流 分 解 都 有 mn。 项 非 零 , 设 任 
到 尼 "中 一 个 极 大 线性 无 关 组 : R°, e, R”, WJ 
A= Уон (0 30, Aksi, 2, +, m.) 
C= Zt Y Rh, ; 


a=max|aaj>0," 


е піпјтд 20, (S0 


«тт 


= Y 
ем, 1)>0 
E Е-є,А, WEC, 而 且 
С+Е-С+є,А = EM, Gy + e aa) Rip 
当 Y = OB], Yat Esar; 当 Y4 守 0 时 


тн еван oa l>r- a = 0, 


可 见 ， 我 们 总 能 找到 E= EA, 不 管 对 人 ?的 哪 一 组 极 大 线性 无 关 组 ， 
C+ 的 环流 分 解 系数 都 全 不 为 0， 因此 Ne= ms。 定理 证 毕 。 


85.3. 满足 前 进 方程 的 平稳 保守 过程 - 
的 概率 流速 分 解 


在 本 章 §5.1 中 ,我 们 看 到 对 离散 参数 的 平稳 马 撕 链 来 说 ， 经 过 
一 步 由 ! 转 到 的 概率 是 wipiyt1), 它 可 以 分 解 成 锣 致 平 澳 对 环流 平 稀 
两 部 分 ， 在 连续 时 间 参 数 的 条 件 下 ， 就 应 该 考虑 流速 一 单位 时 间 
由 ; 流 到 ;的 概率 ; idit. 

引 理 5.3.1。 车 8 保守 (3)， ойнау нду, нята 
Яш), W 

ба, ш, a) OE O, E U iD 

证 明 ”由 前 进 方程 的 积分 形式 得 


š А 
P Eingi ansdt= p(T) ро) -feces 
© $ D 


ШЖ ии, 8 шарна иа, 可 知 
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>. > (а кдд аы = хароба 
又 由 Levi 定 理 及 {w:} 的 不 变性 得 


Жазбай) = Ша 
е `N 
2 аила = 0. 
定理 5;3,1。 设 8 保守 ， 又 存在 一 个 满足 前 进 方程 的 -过 程 
Ре) = (p13(t)), 它 有 平稳 初 分 布 {ui}, 则 “ 玻 率 流速 "矩阵 Сиа) 可 
有 如 下 的 分 解 ， 
uq amg? + Жу +? (6.3.3) 
其 中 БЫ i š 
D 《ggp) 是 @ 的 细致 平衡 部 分 , 它 是 满足 winris= шут, 08 |? 
< lq | qfp220G0=ej), АЕК: 
2) СУЛУВ: 
3) (多 满足 对 任何 正 整数 N， 有 
Ун = ЎА? 
T sd W J 4 k 
. апо)» азж”. 
К HEMS., АЗЛ, 2 ` 
Qi; ijan 
ус Уна - i<n, j= (n+1)° 
Pasaq auf Baronia jn 1(п+1)* 
>] ї=ј= (п+1)* 
记 
ибп) = Ga (n), ey Bal), Bosga) o, 


шл, ш, y шь, Уау 
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MOWRY, FERIR. TA É 
н(п)О(л) =0, 


А 
再 设 - х 
QP n) = (qf (n)) 
其 中 : 
goin = pu ui=0 
И и (паз т Лиу (n)qa(n))/ui(n) Bo 
а= { (R Qu Au; Q; y/u, Щи е0 
ü ан ушей 


ВА, Мп + сор, domna, 4 i 
Cin) = (e; (n)) 
其 中 oas йе 26 
Cis (n) = ша (п) (n) ~ u, (н) аон) Au) Оваа) 
MERECE RACC), 由 引 理 5:1.1 知 道 CCOu) 可 以 分 解 为 环流 矩 
阵 之 和 。 
Соў = Y RG + Za Rony, ` 


其 中 ROCm) 和 RCn) 分 别 是 不 经 过 (n+ D'An AIRMEN 
阵 . 设 Й ае 
КФЙ) = оту, КФ sn) = (on), 
与 定理 5.1.2 类 似 可 证 
mo (п +ç) 


因此 
нау в) “ 
FERR, ЗИ. сз с. 
.* 74. 


ETRO xm) 蚌 环 流 矩 阵 ， 所 以 对 任意 的 p。 只 要 "充分 大 就 有 
| Жый? т) = Disa 
Rk RM, Hento; 即 得 到 
Zi = Bienni. 
系 ! PORT, TERR EmA RRAN u), WR 
此 最 小 过 程 ， 定 理 中 的 概率 流速 分 解 定理 成 立 。 
定理 5.3.2。 对 密度 矩阵 0 若 有 2- 过 程 具 有 平稳 分 布 {f&i} 并 有 
Уш + co ‹5.3.4) 
则 
шаз= ш + ® RIP (5,3.5) 
其 中 1) wg 六 辐 定理 5.3.1 中 1)。 
D (R 龟 ) 是 环流 矩阵 ，(5.3.5) 式 中 和 号 下 最 多 有 可 列 项 。 
证 明 可 以 证 明 当 (5.3.4) 满 足 时 ，@- 过 程 唯一 (0。 再 令 ， 


` ша = uqu Auqa 


B. 
uqu Au qA ш 340,30 | 
4 Í 0 щш =0, ae] 
ан иш =0,і=ј ` 
然而 ,由 于 Q- 过 程 叭 一， жек инити нын, 
“LQ=0 
所 以 


Уша = Y= Zi qa, 
那么 cis 之 0, Cis сд=б 
了 co = Zi Gq u qt) = 
= Yui(u qa ~ uqi) = Биби 


` 
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БИЙ ОЙДЕ ОО). ТЇҢ — J 
Уус лиди = = РИТ ИЕ? 
= Zuu,q <+ оо, 
由 定理 5.1.2 的 系 2 就 得 到 所 求证 的 结果 。 
Жї 对 保守 的 密度 矩阵 8， 若 |qi;|] <c(i,j=1，2,，…), 并 且 
它 的 0- 过 程 有 平稳 分 布 {4;}， 则 对 Q 可 作 定 理 中 所 述 的 分 解 ; 
证 明 由 于 
Ушаў < + оо 
由 定理 立刻 得 到 结果 。 


Е, ЖЕЙУ 种 方法 直接 证 明了 定理 5 1,2 系 2 与 本 
BARL 


§ 5.4。 平稳 马 氏 链 对 时 间 的 倒 逆 


在 第 一 章 8 1.1 中 我 们 已 络 看 出 ， 当 

А WiPis = ири i 

时 ， 马 氏 链 可 着 ,也 即 当 本 举 S 5.1 分 解 式 (5.1,19) 中 没有 环流 部 分 

时 ， 将 原 包 氏 链 的 时 间 倒转 后 所 得 的 新 马 氏 链 是 和 原来 一 祥 的 。 
对 于 平稳 单 环流 马 氏 链 ( 见 本 章 $ 5.4 定 理 5.4.1)， 若 将 时 间 便 
逆 过 来 媳 ， 新 的 马 氏 链 的 转移 函数 应 为 


н aP) 
Di (1) Saar 
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也 就 是 fsa 
сте ' u; 
o hirs 
Р =(p;)= = 1$ 
аг Dw 
只 是 环流 的 


容易 看 出 它 的 平稳 分 布 仍 是 {ui] ,而 且 它 还 是 单 环流 ， 


方向 焉 好 和 源 来 相反 。 
一 般 地 我 们 有 ， 
定理 5.4.1。 平 稳 马 氏 链 PCt)( 平 稳 分 布 是 {4&4}),' Ж =a 理 


5.1:2， 有 分 解 式 
‚ Du 1)= ариб) + ХАЛЫН 
那么 它 的 便道 马 氏 链 仍 然 平稳 ， 而 且 技 定理 5.1. 2 的 分 解 式 可 以 是 ， 


руб) = рб) + 也 AR 和 /ta 


证 明 HT, <<<, 有 
POX(t1) =l, |X(t,) =й, е, Xn) = in) 
РОХ) =й, XG.) =й, XG) =) 

S XG) =) ` 


Е Р(Х@„)=й, 
P(X) =i) i (Ё), sistn tna) 
анн) 


P(X(t,) =i), (ба) 56р 


Р(Х у=ї,,Х@„)=1,) 
P(X(t,)=i,) 
7 #177 • 


=P(X(ti) =i] X(t) St). 


可 见 倒 乾 后 仍 是 一 个 马 氏 链 ， 它 的 转移 拭 阵 是 
POPAO =) Хао) =p = RAD, 


由 定理 5.1.2 的 分 解 得 到 ， 


йур + 2 Rip 


ру) = $- 


= tipu + P RIP 


и 
=a + Y RO ушщ. ° ` 
定理 $.4.2。 若 保守 Q- 过 程 P(t)= Сре МЕ BATH 
初 分 布 {w:}， 并 按 定理 5.3.1 有 分 解 式 ， ШЕР: 
I шан = шж B rT s a сат 


则 将 时 间 侧 北 后 所 得 的 新 马 氏 链 仍 是 一 个 平稳 马 氏 链 ," 它 的 密度 矩 
EO = (97) 可 分 解 为 ， 
шаў = шаб + БИТЕ Ки 
证 明 ”由 定理 5.4.1 的 证 明 页 条”“ 
шр (Ò) =u pa (0) 
所 以 р а 
(pu (0) б). W pad) -Udiy 
ò 5 


=u; риф) dy 26504 


Uia 


Wili = t qia 
= + Жар +, 
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ш риу = ua Aua ERRERA. IHR P A Bb X: 
Ж; Babe Eq Р. Зао H ma ПО, € 
们 也 分 别 都 满足 定理 5.3.1 中 的 相应 要 求 。 证 毕 
从 定理 5.4.1 与 定理 5.4.2 可 见 细致 平衡 部 分 是 保持 例 逆 不 变 的 
Ый, ШУ? + r (总 称 为 环流 部 分 ， 记 为 R) 则 是 在 时 间 倒 逆 时 
”恰恰 仅 反 转 流向 的 部 分 。 
系 1 可 将 保守 的 Q 分 解 成 ， 
. Q=L,+L,, 
同时 它 的 倒 池 的 密 嵌 矩阵 有 分 解 
Q-=L,-L,. ` 
证 明 + 
L, = (90) + 09 +Q%)/2, 
L, = (0'®-0‹®)/2. 


其 中 Q = (а) 
a= кт Huo 
0 щш=0 
то = GMH se. se 
ра МЕ yuo 
a lo ° щшщ=0: 


显然 = 工 +1, Q =L - Li, 


$ 5.5。 非 稳定 流 的 分 角 


前 的 环 六 分解 定 再 可 推广 到 非 平稳 术 素 流 与 板 率 流 过 情况 。 
179% 


定理 5,5.1。 设 有 马 氏 链 的 转移 失 阵 为 P= (pi7), 设 时 刻 ! 的 分 布 ， 
为 {pi(t)}, ЖЕ t->t+1 这 一 段 时 间 (这 一 步 ) 各 状态 间 的 概 率 流 
pi(t)piz(1) 可 以 分 解 为 ， 
+ ФФру(1) = Pil) ePi CE) + жуа) + Zate 
其 中 1) „ЙЕ 
рид = pi Ej 
并 使 0<wis<pi(1) 的 最 大 者 。PisPis(t) 称 为 ЖЖ W 的 细 : 致 平衡 
部 分 
2) (КРО) ЕВ, СНЕЖ 
D ODPRE: FERS ie, Ú 彼此 不 同 , 记 集 合 { 7 
GË, Ú), +, CE са, É )) 为 
by G, Єт 
g = і 0 其 它 ` 
称 ( 卫 ,9 名) 为 概率 流 的 散 流 部 分 。 
4) Ж НҮ?) РО), ар-ар 与 pipii 一 Poni, 
证 明 令 - 
Cig = PiPbss – Pibis ЛОР 
слу = Уау Eaj лбу 


Cia = DACAV Хас — Жаба | É 
Caa=10 Й 
Wa 615220, Сізесу=0 对 i,j=0,1,2,… 成 立 。 


ЖЕ 
Cu<pipi, Фк Жабы» Оі асв (d=1,2,%) 
Divse {aris2s GS n ipu + Bicas + Z Cia 
ж Жао; + Баба + DiDach 
з GSS, p py 8 бо, © m ü 
4180 。 


此 外 ， 
Bre tas ак) GAE Cas F Уэ 
= Жасук— PacisN\ ась; + 21з0ьу ` 
= (Хољу Уса + аса Жасы) — Zac ®збы 
= Paca V Жасы = Daf Err Datirt DIC 
= Cha t ибн = Уне (ліз) OH 
可 见 (ciy) 中 加 入 状态 A 后 ( 即 ,j=A,1;2,…) 满 足 条 件 (c), ЖН. 
Желе базне) со +co， 由 定理 5.1.2 的 系 ?， 立 刻 得 分 解 
c= Жм + Dig ~ G = A,1,2,..) 7 + 
其 中 (r 旬 ) 是 不 经 过 A 的 环流 矩阵 ，(9 多 ) 是 经 过 A 的 环流 矩阵， 因此 
TD ча, єт? 
woi же 
JK YO H СУБИ БЕЙ 路 АА 决定 ， 
和 
H (gp); (ТР) 都 只 能 在 w0 时 不 为 0， 所 以 0-90, 
(о У Ga сн = ри 一 pvp 是 同 号 的 ， 此 即 需 证 
建 理 5,5.2。 设 有 0- 过 程 P(b)， 对 任意 一 个 分 布 {p} ,对 概率 流 
速 (piqij) 总 可 分 解 为 
paqu = PAP + Жы! +? + БР. 
сае), Р) ,7 都 分 别 满足 定理 5.3.1 中 1) 2), 3) 所 述 条 
件 , 而 (gp ) 满 足 定理 5.6.1 中 3) 所 述 条 件 。 
证 明 ”同时 同 定理 5.3.1 与 定理 5.5.1 的 做 法 ， JARDA, 并 
将 [n+1, n+2, + Бий 1)"， 然 后 类 似 地 就 可 得 
证 此 定理 。 Re: 
Re ROWEN R, азаи, йо?) = 0, 若 9 矩阵 号 
满足 方程 
‚11+ 


Уриа = 2 ip aq = 0 (ОЖ) 
WEP = 0。 特 别 当 gt 有 界 ， 保 守 , 并 且 {ps} Ж О- 过 程 的 平稳 
分 布 , BZ ipa = 0 且 也 tpig< + ce 时 ， 可 有 分 解 式 ， 

Pilis = ра? + У rp | 
其 中 pam = Pils Apa PERME, 


85.6. у= ы, TERDEE 
1005.61. WAD REU) ЭНЕН, tao} 为 初 分 


布 ，{pi(t)} 为 时 刻 t 儒 的 分 布 ， upi 
Pt) = Ў арь(0)рі (t) 


令 ç ы 
S= ~ Уно ово) © 7 А 
Jiz = pi(t)gis = Pi Da 
D (t)qi; 
Ан 108 (баи 
ЛЭ, 2, А096, ОТТИ BRENA 
率 定义 为 ， 
P= Ўн 


Жйз.6л. ЧОКЕ ИР-0, BZ, 对 一 一 个 最 小 过 各 
如 果 它 从 某 个 初 分 布 出 发 有 恒 为 0 的 焙 产 生 率 , 则 该 分 布 一 定 是 平稳 
分 布 ， 并 可 逆 ， 而 且 这 时 @ 过 程 叭 一。 РИ 
证 明 “可 道 P 显 然 是 0。 反之,， 当 P=0s* Ш... = 
P= Bius = Dis (l С )log-_ y п 
punt rp orbi + CPP “py eu Вац 
Pal 
+182 。 


+ 1.009 - 090108009 (5.6.1) 
Е D p qia 


由 于 r-r i-i, gb - gb 5 рио рани, 
所 以 (5.6.1) 中 右边 各 项 均 非 贫 ， 当 P= 0 时 ， l U ` 


fpr |р раз |, [oane ji ш) 
| oE asr 091 СД 


r ш; Piqis = р 
ЕД Jar- a? | |1082 авж. ЎТ риту = pgh, 
ра = pa, ДНР =н 0, гу” ета 0, д = s = 0, 
по 0, 07-00700, gp - g = 0, 由 细致 平衡 定义 ， 也 就 是 
боер = 0 ri =? =0, gh = gp = 0, 因此 piqis = Юй? = pa, 
ЖЖ ЛЫМИ ОР" СО) P R E Master дужа САИЛ, BD 

г ©. A Zanna Babidi 0, ыт 
Б Др) = p (0), ин 3 

ру(0) = PILH) = EPOR o i 
也 即 {p(0)} 是 平稳 分 布 ， 而 且 

1= Яр;(0) = 卫 i 己 Jpi(0)2 = Z p (0) Яру") 
HT pP OSL 50:00) =1, 可 见 

Хр) =1 (i=1l,2,.-)- 05.6.2) 
因此 这 时 @ 过 程 叭 一 ,那么 由 最 小 过 程 可 逆 性 条 件 (第 二 章 82.5), 
立刻 得 到 (P8"(t) 配 上 初 分 布 {fpt(0)]} 是 可 逆 的 。 
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85.7. 环流 分 解 与 跳 周 率 


本 节 引 入 环流 配 分 的 概念 ;. 并 考查 其 均值 ( 跳 周 率 )， 研 究 结 蘑 
不 仅 表明 了 按 跳 周 率 的 大 小 分 配 各 环 上 的 环流 是， 可 以 作 一 个 环流 
分 解 ， 从 而 给 环流 分 解 提供 一 个 明确 的 梳 率 解 灵 和 物理 意义 ， 更 为 
重要 的 是 ， 正 如 序言 中 指出 的 ， 环 流 配 分 本 身 是 一 个 具有 重要 物理 
意义 的 概念 ， 它 突出 地 反映 了 系统 中 自由 能 转换 的 过 程 。 本 节 最 后 
研究 了 环流 写 分 的 渐 近 行为 ， 也 为 计算 晃 周 率 提供 了 一 个 现实 的 计 
算 方法 。 

为 简单 起 见 ， 本 节 营 重 对 离散 时 间 马 氏 链 进行 研究 。 

设 {xz(@)}(t=0,1,2,………}。 是 一 个 离散 时 间 参 数 的 马 氏 链 ， 
具有 一 步 转移 矩阵 (piy)， 并 生 不 可 约 , :遍历 ; 非 周 期 (一 般 具 有 平 
稳 分 布 的 马 氏 链 ， 对 我 们 讨论 的 问题 来 说 与 这 种 情况 没有 实质 性 差 
别 )。 又 设 teto) 是 {zr(o))} питании 1,25.) 

我 们 令 i š ү 

т.) = int(ta (0) Ети 0<m<n 使 


Tinio (O) = Te o (@)) . G.7.1) 
由 链 的 遍历 性 知 ri(o)< + co(e € Q). 又 若 有 tn(o) <ri(o) 并 使 


Te LO) = z, lO) ‚. (7.2) 
则 令 А І 
т,‘ (0) = talo), . 
注意 ， 满 足 (5.7.2) 的 tm(a) 存 在 且 唯 一。 
引 理 5.7.1。zl(o) 与 ri (ORA E 
D т,*(®)<т,(®), Er, т," т, ВОВЕ Е]. 
5184. 


ORAO E ERAO ie i 
3) (11 (CO) EH N {Trs} € MaE (iz, ту, es ‚х. E 
成 的 -代数 }( 即 4“ 关于 ял. ЗГ) 
证 明 BEL DER. WE). 
4100) >t} = {Ф| 对 一 茹 S51 <s, <t Ta (0) $ z,, (o)JE ， 
mo 可 见 ri(o) 是 停 时 。 
ТЕЗ). >s 
tS nts eyes” (ri*tay<r (ey<s<t) 
= (z, (0)<s) € w, 
另 一 方面 ， 对 ti<s 
{T (0) < tri (0) <s) = = {тю} {t GENA 
<s) BA (7.00) <) ERCE Rs 此 外 
fri*(o)<tcri(o)<ss 
= {оар й ET (0) >t >t ,都 有 zi (9) ат (@)) 
= Q olr 0) >t N oln z (о) 
(o| E Lti, SINE Rs, ; 
所 以 {1 (0t) N {70S} € mu, 


我 们 再 令 
zt(o) # <n No) 
А TOE POEG Яб TI(O<tc<rre) (5.7.3) 
"g e "5 # т>тү(о) 


жй 009) 2000) ННВ (б =1,2, =), 它们 是 
Чиа), о), А. ОЛЕ ri" (e BJ ri (o) kË 
时 间 在 环 ，ri*(G) 一 zolv+rl(o) 一 zei(o) 上 。 

类 似 地 ， 我 们 可 以 令 、 


Ts(@)=infftat(o) і ез (©) = ziho (о), HEM 
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0<m<n) оду 
Ta (oO) = тро) (如 有 000)<т20) в: шосе) (0) 
==, e (0)) 
重复 上 面 步 又 ， 我 们 可 以 得 到 ti(o) LO) < б, ау 8 
т (oj ri" (O), Tn (0), ер Чао) аео 20а), °. 
并 且 我 们 有 ， А И 
ар (e) = zt (0), 
并 称 在 Cn" те rok BB Bh Шола 0) 
ai (9) воро) k, 
RMH iit >i) RRRA, b, Q, 组 成 的 有 向 
状态 集合 ， 并 用 表示 有 向 状态 集 的 有 向 并 ， 定 义 为 \ 


un аа), . | 5.7.0 
以 及 
{iisi} U (la ih.) аг 
аана) 
Ф 


Уо (9) = (z. (@)) 
Y1(0) = (2,09), 09)) 
у 0@) = док» z, (@)) = 1, (te) йг <т бо) 


Vr, (0) = u „кюу a 0) бл. 5) у 


— 
sey 5 нч 


ку» (= U {эю} t= my 


лоро + T a 
Yet, 
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ию gm) UU, 05.09) )) анса - 


我 们 称 {yi(0)} 为 {z:(o)} 的 环流 余 量 链 。- 
ER # uo) ije) Wela) = 0. 
BR 5.7.2. (0.00) 是 一 个 马 氏 链 。 34 {zx(0)} 的 转移 矩阵 
aku иды | 
` ={R!, в, се, R°, =) 
ШЕ ЖАТ Sana 而 且 
т„<п,< + оо 
Жа (009) 是 一 таак, 将 它 的 全 部 状态 排 好 ， 记 为 
(E, B, +, En е}, 
в, дей, (uih) 的 有 向 状态 集 ， 并 且 其 中 不 
包含 环 。 
设 ”Bi= {һе}, Е =), 


+ Qez РШ... = E| =E.) OANT ba =) 


ий. 


ы Pis, 当 rastl, ей, ws j=is, 
PE,E, р 当 r=k <s, ју, “O Ja, =t 
[ДЕРДИН ` 


ER uv, EB A ВЕНА, 
1) 384 ge=BE,= {ihe “LY. Zari Sias СА a + 
1,1, АИР, ЖАЗА, Dne t= = кыек, | 
Рм Ез |0. Е, Yn- EB, 
E Plyn = Еу, паі 10, Е gar €B, =) 
7+ 


WEAR (6.2 EB，…}E 双 ,所以 上 式 应 等 于 
PG Ез, Za ==, з= Ву, Yni EB, у 
= Ра, Yn=Ei, Yn-1€B, се). 
= Рт, = ispi |н) ару, = Юу, 


Chs = 18, са 
2) щі, = Е, хм = ta, (k <s), р йуз шш Жы ыы 


зэ l-i BF, 那么 这 时 必 有 ynt: = (i, 
h = Es: S | 
Ру, = Е; Yn ә” Be €B, 可 
= PUn = Ej, Buea ih Ty Ba 0.168, “э. 
i= Pz =l | =, = Е,, Ynti GB, <: s 
“Р, =й | =) =р “Poa. 
其 他 情况 都 不 可 能 ， 故 这 时 pe к,=0. 


引 理 得 证 。 
не 
доа! brid an} ЕО) „76, 
о жй 


GEPRE) 所 含 的 一 个 环流 矩阵 对 应 的 环 ,) 那么 轨道 o 在 
50,N) 这 段 时 间 内 绕 R(e 的 次 数 未 为 


д 
муха) 全 2 29) 
5609918 六 Wo aa- 
о. 2995 жу KO ег ED 
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ABOC) [к= 1;2，…} 为 N 步 环流 配 分 。 
引 理 5.7,3。 SOETERS RE ROEN 


E= {En En, =), REPOL) E) Pr, t). 


ә P. =t | E, = t 
Dz you amp O S a St 


о RË 
`2) 存在 极限 : 
lim -$ EY- pz (M йв, + 6.7.8) 
л, i i 7 


ШИ ВР БЕО о) ВЕКАТ, 


3..6 s 002822 eon, 


J(E;，6) 为 从 E, 出 发 到 达 EJ 所 在 类 的 概率 。 ЩЕ, = {1} 由 {zi(0)} 
Ж, щл, (а) = ro (0R, Y0) = (z, (9)) 所 以 如 果 Bj = (i 
L) СА ЛЭК), о) = 1， 当 Bi = (оно st, 
则 {站 永远 不 能 到 Ej 及 其 所 在 类 ， 所 以 1( {i}，c) = 0。 

另 一 方面 由 引 理 5.7.3， j 


再 -spas (M = Ха 1а OPE z (0) 
= Хв pg (OFE Pays (n) 
di N + та 
= poi PEDA D Pz, 09) 


Жека” ву ppu En ove, 
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=WiVg， ШЕ, ={i >i} ) ' ci 
Ex, 。 即 E ,的 第 一 个 状态 是 i 


定义 5.7.&。 〈 跳 周 率 ) 如 果 存 在 极限 ° ji 
dim ЕЛ) И (5.7.9) 


则 称 之 为 {ze(%)} 在 环 R'"*， 上 的 跷 周 率 ， 记 为 1。 
定理 5.7.1。〈 环 流 配 分 定律 ) 对 有 限 状态 ( 设 为 ,个 状态 ) 的 马 
氏 链 存在 极限 ` 
dim Е(Л/(в)) =, (5.7.10) 
而 且 o ， 
УА, =u, pu. 
定理 的 结果 表明 ， 用 JafR' "上 的 环流 量 ， 可 形成 (&iBu) 的 一 


` 个 环流 分 解 。 


"ç qA n 


证 明 由 引 理 5.7.3。 “ о 
М + е 


L IY Pe, (n) -> is, R беде 
M В a: 


EOS(0)) = EZ (0)) 


" 


-aP(Z (0) = 1) 


N өз 全 fei у TRO 
DTaP, U (z) = YURO) 


EY Le, Pe GD PE, E, (D. 


(这 里 五 ,依赖 于 BE，， ЖЕР, Оке Е; Uu, 08858, 连结 
的 最 后 一 个 状态 》 
+ 190 ° 


上 式 кй 2s ШШ иш ps) Dei 


= в Ка, Веза) а (5.7.11) 
因此 ， 由 控制 收敛 定理 得 

Уһ = Ша ХһЕ(1-2'..802100)) 
又 车 令 


. 1 第 n 次 步 zw-1(0)=1，xn(@) =] 
„909) ={ 而 且 走 在 第 天 个 环 Rt5 上 ， 


0 其 它 * 

z, он |° Щі, (@) =š, z (@) = ТРЕТИ 
зз 1 其 它 : 
BK LEY a «5?(Ф)- ET RIOZE (0) | <ne 
SARAENGTRENANETA 


{P(o ~ 2 (уш 
Erec , ъй сы 1» Ta) CA sOn IRO 


而 在 (0，N]I 上 ， 不 属于 某 一 коклан иж дойт, 128. 
于 是 
Иш у 21у ЕС RT) ; 


= Hm 1-51. «ЕСУ, „ЗУ? (®)) 


= lim ys 1.6, у= lU sÈ 


kasa N. 
BW E . 
Уа Ri: De . | 
定理 证 完 。 му 
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Бі ， 设 有 马 氏 链 ， 它 的 一 步 转移 矩阵 为 


(ph(Dy= $ esa 


ar-1 
a 


22. jmi 


Us 


сњакияалаа з, MERSER, PE 
БЫК Жуба." 

证 明 (р) Rua ЛЕ, 12> пэ 1, ， 它 对 应 的 环流 
ERE 


01 БА rot; 
01 
(6) = 2“. 
‚жк э 
1 0 
所 以 由 定理 5.7.1。 ; ЕТИ 
ир„= 1 R; а 


考虑 1 =1+1 的 特殊 情况 ， 立 刻 看 出 


Ј=и раз =u, Жен =а, 


HERRER, EEA (5.7.7) зорная 
方法 求 得 ， 可 见 由 (5.7,10) 中 结果 ， Ut silt © 
与 Hill 在 C7) 中 求 环流 量 的 方法 是 一 致 的 。 
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定义 5.7.5。 若 有 连续 参数 马 链 氏 z (0), 又 有 一 环流 扼 阵 
= ОЗ ш) ЕИО), m 
《Rij) < (риз) СЕ 5.2.1) 
令 ， 
z (0) =2(9) 


мн Жл. (ORREK, 则 


lim + 
bso Ó 


ЖОК, (юу КДЖ, EA. 
РЕЧ ODPL К», e, RO, ДИЕ 
些 普通 的 条 件 下 ， ; 
2 рю = ttis 
куел 
关于 环流 配 分 与 环流 还 有 许多 有 趣 的 问题 有 待 进一步 讨论 ， 酌 
如 环流 本 分 的 强 极限 问题; 两 个 马 氏 链 的 相互 帮 用 ， 环 流 余 是 马 氏 
链 的 更 细致 的 性 质 ， 等 等 。 
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第 六 章 马尔 可 夫 过 程 与 场 论 
Rak ЖА 
СЕРКА ФН) СНА 


自从 发 现 了 物理 学 中 的 古典 位 势 理论 与 马尔 可 夫 过 程 的 某 些 课 
题 有 十 分 密切 的 联系 以 来 ， 马 尔 可 夫 过 程 理论 的 研究 出 现 了 新 的 面 
貌 ,并 有 了 很 大 发 展 ,这 一 发 现 , 不 仅 使 马尔 可 夫 过 程 理论 受益 ,而 且 
也 给 位 势 理论 的 研究 提供 了 新 的 途径 。 两 者 相互 渗 迁 、 交 错 发 展 。 
最 近 ， 我 们 在 马尔 可 夫 过 程 中 发 现 了 古典 场 论 的 某 些 类 似 物 《在 本 
书 的 第 一 章 已 初步 注意 到 这 一 点 ),- 这 样 一 来 ， 我 们 就 能 够 把 场 论 中 
的 某 些 研究 方法 和 结果 移植 到 马尔 可 夫 过 程 中 去 . 沿 此 ， 我 们 引入 
了 抽象 “ 场 ” 的 概念 。 进 而 ， 找 到 了 场 成 为 势 场 的 充 要 条 件 、 势 场 
的 “ 势 ”及 势 的 概率 意义 ， 我 们 从 场 的 观点 出 发 * PARRY TA 
尔 可 夫 链 ,马尔 可 夫 过 程 、 二 元 组 及 N 元 组 随机 徘徊 ,@ 托 阵 和 & 过 程 
的 有 势 性 、 可 配 称 性 和 可 逆 性 问题 。 给 出 了 有 效 的 判别 准则 和 一 系 
列 充 要 条 件 。 这些 研 究 还 表 明 ;， 势 场 8 这 一 概念 更 为 本 质 ， 它 更 为 
清楚 地 刻 划 了 "可逆 性 "的 本 质 特征 。 

Arimini, 让 我 们 先 从 声 典 场 论 谈 起 。 


ETER 志 典 场 论 
设 G 为 空间 中 的 一 个 区 域 。 ТЕ ЯРО, z, 可 EG, 有 


矢量 
` egge 


Тауруз ry) наиб 
+a, nk (в:1.1) 
与 之 对 应 ， 这 时 ， 我 们 说 在 G 上 定义 了 一 个 (矢量 ) 场 (G，G(D )， 
Жора,(ж„у,гу1), ay (z,U z t)füa,(z,U zty ЖЕ ЛЕС ЕЙ АЕ 
=, 并 且 有 连续 的 偏 导数 。 
如 果 存 在 一 个 数量 函数 4(z,y,zit)， 使 得 


Bg 20.4, Zza (6.1.2) 


WRG, TO, UDANE REOR, W) 
© GÑ Z00939. ШС ADRE, WEG, TO) 为 
RED. í i 
Ma О ЗНАЙ, WIG, а (о) AWER 
(G, TD)) 沿 G 内 的 任 一 闭 回 路 所 作 的 功 为 零 。 即 
фа nae +a eyz Ddy sa m, zdi = 0 


, 


Yt>0。. (6.1.3) 


Р 


556.2: 场 与 势 场 


设 B 是 任 一 至 多 可 烈 集 并 是 任 一 指标 集 ( 有 限 .可 列 或 [0,c) 等 
a), KBA) = (aj (ty i, fj 也 是 给 定 的 一 族 定义 在 7T 上 的 实 函 
数 ， 满 足 如 下 基本 假设 ， 

(D ас EB ажа о аА, BAA REKER, 
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РЕ 


(2) “FEL” EE, š! 

GDL, YteT, Yi, jeB (6.2.1) 
以 后 所 用 到 各 种 形式 的 a(t) (或 a) 均 满足 以 上 假设 ， 不 再 随处 囊 明 。 

定义 6.2.1。 如 果 ais(t)>>0， 我 们 就 说 在 时 刻 t!，i 直 达 j， 并 记 
0611. 我 们 把 下 -ia 一 ri 叫做 et) 在 时 刘 ! 的 一 条 (n 节 ) 路， 
BEL) = (1, b, =" Ыл), Эба (и) С) y 
—#. ЖЕНЫ АН, рак injis ЗЕЕ Oina. CH AR E ЭХ 
里 我 们 没有 明确 写 出 :， 但 要 记 往 路 总 是 依赖 于 的 )。 

Qa(t) 在 时 刻 ! 的 一 切 路 的 全 体 ， 记 作 多 (1)。 

如 果 在 时 启 :，i->j， 我 们 就 命 

PICE) =1ов aji (t) —1ogai (t). , „ 6,2.2) 

无 妨 记 q(t) = (91s(t))。 其 中 当 在 时 刻 t:，i 不 直达 j 时 ,py(t) 是 不 定 
元 (我 们 不 加 定义 )。 ‚ з 

为 了 研究 马尔 可 夫 过 程 的 需要 ,现在 我 们 模仿 本 章 § 1 中 所 谈 的 
古典 场 ， 而 引入 “抽象 ” 场 及 有 关 的 概念 。 

视 E 为 本 章 86.1 中 的 区 域 G; 视 B 中 的 任 一 元 1 为 G 中 的 点 P(x,y， 
z 视 无 穷 维 矢量 《qis(t); ЈЄ Б) К (а, (т,0,230), ау(,0, 
Zit), а,(х,0,231)), WE, 

定义 6.2.2。 WEAGE RADA WE (t) 的 元 素 
为 场 a(t) 的 路 ，q(t) 称 为 场 a(t) 的 场 强 ， 若 i 在 时 刻 t 直达 1， 则 称 
Фос ЕНГА. 

ATHARE W 3800364, TERIRUEHE ЖИ 
个 直达 元 素 之 间 的 距离 为 1。 因 此 ， 场 人 E， эин, 
tes dus inyi) WER H TARR - : 

ва) D mnia O А (6.2.3) 
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而 相应 于 (6.1.2) 的 应 是 
uit) 一 Wi(t) = pistt)， 如 果 在 时 刻 +:ET， ij, і, JEE, 

由 此 引进 ， 

定义 6.2.3。 如 果 存 在 函数 族 u(t) = (ш), iE E}(tET) 使 得 

и) 一 Wilt) = is(t) RERA ET, iji EE (6.2.4) 
成 立 ， 则 称 (E, а), шеу) 《或 a(t)) HAA, PRUO HA) 
BA. . 

显然 有 

定理 6.2.1。 如 果 (ui(t)) 和 (v(t)) 是 a(t) 的 势 ，w(t) 是 T 上 的 
任 一 实 函 数 ， 则 

CAD (u,(D + w(b) 也 是 adt) 的 势 4 

(2) (w(Ou,(t) + (1~w(t)vi(t)) 也 是 a(t) 的 势 。 


86.3. 有 势 场 


本 节 研 究 场 (E,alt)) 成 为 势 场 的 充 要 条 件 。 同 时 也 给 出 了 势 场 
的 各 种 性 质 。 
定义 6.3.1。 称 a(t) 在 时 刻 : ET 是 不 可 约 的 ,如 果 在 时 刻 +ET， 
对 于 一 切 !，jEE，isej 有 i! 可 达 j。 否 则 称 为 可 约 的 。 
定义 6,3,2。 称 a(t) 是 路 径 无 关 的 , 若 果 对 于 每 个 时 刻 的 每 一 
条 闭合 回路 L(bD = G. 1, 1, е, im ОЖ 
KL) = 0. (6.3.1) 
定理 6.3.1。 场 (BE，a(t)) 有 劳 的 高 要 条 件 是 ， 它 是 路 径 无 关 
的 。 ，. a 
TR VRHE. кз 
BDAB). LOREMA 
，T97。 


щй, stil sika =l, ЖИА 


79000) = Уы, (t) 
Ке 


= E Cup (O6 OD 


t, p) a (tD) =0 7 (8.3.2) 
从 而 alt) 路 径 无关 。 反之， 设 a(t) 路 径 无 关 , 我 们 只 需 对 每 一 个 
1ET， 求 出 (u(t))。 以 下 团 定 :ET 了 。 先 设 a(t) 不 可 约 ， 任 取 io EE, 
Ф “ 


u, 0050, МЄТ (6.3.8) 
对 于 Yi€EB， 任 意 选 取 一 条 从 !, 到 i 的 路 
Llena =й ` (6.3.4) 
并 命 
ш@= Уф, 100 6.3.5) 
© 


由 路 径 无 关 性 知 (6.3.5) 式 有 意义 。 现在， 对 于 一 切 f,1 CE, mi>), 
就 有 š; š 


ио ешо) = Жел) = Ж Фа, 
1-0 k zei 


=g) 77 (6.3.6) 
， 其 中 А 
=, нјн) C 7 (6.3 3. 7) 
为 如 上 网 定 的 从 i 到 j 的 一 条 路 。 | 

如 果 alt) 是 可 约 的 ， 由 于 a(t) 是 零 间 的 ， 所 以 我 们 可 将 它 分 成 
若干 个 不 可 约 部 分 ， 对 每 一 部 分 分 别 用 上 述 办 法 求 出 由 (by 合并 起 

来 便 鬼 成 a(t) 的 一 个 势 。 定 理 证 毕 。 
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下 面 介绍 本 章 将 要 反复 使 用 的 若干 约定 和 记号 , 

тшен ЄТ, насо ЖЕ В, 故我 们 可 将 B 分 割 成 有 限 
个 或 可 列 个 不 交集 E (Q € DGD) 之 并 。 使 得 或 者 EO 是 单 点 集 
(〈 即 Bi(t) = {i}, YIEE, jæi, 9000) = 0); 或 者 (E, a(t)) R 
于 E(t) 是 不 可 约 的 ( 即 {，jEEB1(t) 信 i 和 ~ 。 对 于 每 一 个 ED(1)， 
任意 取 定 一 个 元 素 A1 EB1(t)， 对 于 每 一 个 1E E41(t)， xA, ER 
取 定 (B1(t) 中 的 ) 一 条 路 


Lilt): Alis is > (6.3.8) 
记 ` Pa бар, 

ак 100) =as i (ai, (Dea; ыб» (6.3.9) 

да б) = aa (Dari (Doa (8.3.10) 
1, 如 果 i= AD 

wit) = } а) (8.3.11) 
= ,. А, 
а, (t) ; : 

gd, An t=9(L1(t)). - (6.3.12) 


‚ 请 注意 ， 以 后 我 们 将 对 于 各 种 形式 的 (0i/(t)) 使 用 这 些 约定 和 
记号 ， 但 我 们 并 不 再 一 一 申明 . 
下 述 定理 是 at) 路 径 无 关 的 判别 准则 。 
定理 6.3,2。 oCt) 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 
20009000) бул, (D = Gap DACE) a, (D 
мї, JEEG), VIEDO, VIET. (6.3.13) 
成 立 ”其中 各 L(t) 是 如 上 预先 选 定 的 。 . 
这 个 定理 表明 ,条 件 (6.3,13) 对 于 每 一 组 (A ,L(t) 11ED(t)) 


+) няння бллсо =1 Орр). ата, 
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向 时 成 立 或 同时 不 成 立 ( 当 t 辐 定 )。 即 定理 的 结论 不 依赖 于 (Ai， 
1100), IEDR, 

证 明 ЖЕЕ, 无妨 设 i->j (否则 (6.3. 13) 自 然 戌 立 )， 此 时 ， 
条 件 (6.3.13) 等 价 于 


@(A;, Jy t) = ФД, Ú Dp) o, (6.3.14) 
但 由 假设 a(t) 路 径 无 关 ， 故 (6.3.14) 显 然 成 立 。 i 
充分 性 , 设 

LG): Ish oh], эі, = 1 (0.3.15) 


是 B1(t) 中 的 从 i 到 j 的 任 一 条 路 ， 则 由 (6.3.13) 知 ， 对 于 每 一 节 路 
(6,3,14) 成 立 、 于 是 


KLH) = PAZE 《人 


= Усна, Jan 0 9041, фа DI 


1-0 


904, А -pA jt). © (6.3.16) 


与 L(t) 的 选择 无 关 ， 故 a(t) 是 路 径 无 关 的 。 
定义 6.3.3。 Жаб) 是 弱 可 配 称 的 ， 如 果 存 在 T 上 的 E ЖЖ 
VE) = (w(t)， ТЕЕ), #4 


w0)>0, YtET, мей UU V (330 
b (Das (tD) =u Eaa), VEET, Vi, JEE, 
(6.3.18) 


ERV C) насе) нЗ. 
定理 6.3.3。 a(t) ОГАН, "Б ЖИНЕЛ. 
证 明 ”必要 性 ， 设 c(f) 有 了 配 称 列 Y(t) + (ODRE 

LO, 1ай кеа =] 
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是 在 时 刻 ! 从 ! 到 ) 揭 任 一 条 路 ， 则 


SPL) = УФ, з, E 
ЕА 
= > dos аз a 4, © loga; 2, (0) 
= 2 dogo; (t) 89,0) 


= 1ogV,(t) ~ logV ,(t) (6.3.19) 
不 依赖 于 L(t) 的 选择 、 玫 a(t) 路 径 无 关 。 
”充分 注 ， 由 (6.3.11) 和 (6.3.13) 知 (v(t)) 是 ot) 的 一 个 配 称 
列 , 证 毕 。 
综合 以 上 各 条 定理 ， 我 们 得 到 ， 
36.3.4. RFA, FERMES. * 
G) ас)» 
(йу ап) я. 
did DATEK 
Gv) 条件 (6,5.13) 成 立 。 
特别 ， 我 们 有 
定理 6.3.5。 如 果 场 a(t) 在 时 刻 t，E 中 任何 两 个 元 素 i 和 j 之 间 
至 多 存在 一 条 这 样 的 路 L(t) = (1, 1, b, эе, im D, 1,0, 
以 ，bm，j 宇 不 相同 ; 董 定 琅 6.3;4 中 的 ( 订 一 一 (iv) 都 成 立 。 
_ 06.3.4. 称 势 场 a4(t) 是 保守 场 ,如果 它 存在 一 个 与 :无关 的 
ЭШ; -而 这 种 势 函数 称 为 保守 势 函 数 。 
o 定理 6,3,6. жам) н, PECAR 守 势 ， 
则 它 的 一 切 保守 势 可 如 于 表 出 。 а 
usuta +e, IEE, IED (6.3.20) 
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其 中 | b> 
R (ta) = -logvi(to), 1ЄЕ,, IED- :(6.3.21) 
2 (ED) 是 任意 常数 ，t 是 T 中 的 任意 选 定 的 元 素 。 
证 明 在 定理 假设 条 件 下 ， (wi) 为 a(t) 的 保守 势 的 充 要 条 件 是 。 
只 要 ij 就 有 
M ju =) МЄТ (6.8.22) 
我 们 已 有 一 个 保守 势 ， 故 上 述 条 件 又 等 价 于 
шу-ш=Ф:0,) ЖА, € Tikay. (6.3.28) 
假定 在 t, СТ, 1-5] НІ, JEEG); 则 还 有 з i 
u (to) = Hilta) = ов v(to) = log p; (t) 
=@(A;, ју t.) —Q(A;, ty t) 
фи (о) EEE), (8.3.24) 
由 (6.8.23) 和 (6,3,24) 知 道 (6.3.20) 给 出 保守 势 。 在 (6:3. 24) 中 到 
j= Ai 便 知 每 一 保守 势 形 如 (6.3.20) 。 定 理 证 毕 。 
容易 证 明 ， 一 个 势 场 的 势 与 配 称 列 有 如 下 关系 。 
定理 6.3.7。 如 果 (wi(t)) 是 a(#) = (au (t) (О, ЩЩ (es) 
Жа) 的 配 称 列 : 反之 , 如果 (00009) Жап) 的 Еж 列 ， 则 
(— logo, (t) EaR. 
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56.4. 二 维 格子 点 场 


在 本 章 8 6.3 中 ， 我 们 已 经 找到 了 一 个 场 成 为 势 场 的 充 要 条 件 。 
在 本 节 及 下 一 节 中 ， 我 们 将 对 格子 点 场 找 出 更 为 简洁 的 条 件 。 本 闻 
的 结果 是 下 一 节 结 果 的 特例 ， Ово сарае. RERA 
独 抽出 一 节 加 以 讨论 。 
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联 
”Bi=(0， 土 1]， 土 2，…) (6.4.1) 
E,=E, xE, (6.4,2) 
并 用 (i, D, (ky 中 或 ee' 表 Es 中 的 点 。 
定义 6.4.1， 场 c= (aG, ју k, Di G, D, (k, D СЕ, 
为 (狭义 ) 二 维 格子 点 场 ， 如 果 它 满足 条 件 ， 
ali, js k, D>0, ¥(k, D €F;;, 


XG, PEE: (6.4.3) 
ali, jy k, D =0, Yk, D'€F,;U (G, D} 
ма, p EE, (6.4.4) 


其 中 : 
Fus (0, irh 8-4, D; G, 1+1), G+1, D} 
№0, JEE, (6.4.5) ` 
显然 ， 狄 义 二 维 几 子 场 是 不 可 约 的 。 
定理 6.4.1。 狭义 二 维 格子 点 场 有 势 的 充 要 条 件 是 
абі, hy фе, Dalil; b t+1, }#1)а(1+1, j+1y i, 
j+Dad, ј+1 i, реа, h i, j+1) aG, }+1; i+1, j+1) 
ati+1i,j+ l t+1, DaG+1, h i, А0, PEE: (6,4,6) 
”证 明 记 
La G, Ре аж1, D>(itl, j+1)>(i, j+1) 
а, p ` Е (6.4.7) 
则 (6.4.6) 等 价 于 
PL) = 0. (6.4.8) 


由 定理 6.3.4 立 知 条 件 是 必要 的 。 往 证 充分 性 ， 设 
Le екеун ere '' © @.4.9) 


是 任 一 闭合 加 路。 我 们 需要 证 明 
"203 。 


@(L)=0, (6.4.10) 
Же, ei, Er, =", е„(п>3) ЖШН, та. 是 单 图 的 ， 否 
则 称 为 复合 回路。 称 回路 
L’, eieiei, eiei, ei ReRe ZAR 对 
流 回 路 。 显 然 “ 
@(L')=0, (6.4.11) 
由 于 每 一 个 复合 闭 回路 可 以 分 解 成 若干 个 单 图 六 回路 和 若干 个 对 流 
回路 , 于是， 我们 只 链 就 单 图 闭 回 路 证 明 (6.4.10) 便 已 足够 。 

‚ 今 设 L 是 形 如 (6.4.9) 的 单 图 。 记 其 发 度 为 1。 易 见 1>4。 "如果 
1= 4， 则 条 件 (6.4.6) 表 明 (6.4.10), 成 立 ， 今 设 对 于 !<k~ 1 的 单 图 
IL 已 真 ， 往 证 对 1=k 之 5 亦 真 。 显 然 一 定 存 在 一 条 穿 过 格子 点 且 平 行 
于 坐标 轴 的 直线 Lo, 它 将 所 辆 成 的 区 域 分 成 两 部 分 。 从 e 出 发 , 设 沿 
L 第 一 次 到 达 L。 的 点 为 et 然后 从 ex 继续 沿 2 走 ， 我 们 将 在 某 处 离开 
L。， 设 离开 Lu 之 后 ,首次 重新 回 到 L。 的 点 是 cj(!<cz)。 以 ex 和 和 ei 为 端 
点 的 线段 把 L 所 图 成 的 区 域 分 成 两 部 分 同时 也 把 [分 成 L' ЖП” 
部 分 ， Жш Ежен + NB FAR ei, е ец, "e (т 
20), 

记 
Z, Ep >et _. ‘ (6,4,12) 


атти Еианйжланизш, кк 
Ter, T< (6.4.13) 
其 中 是 区 长 度 ， 其 余 类 扒 . 再 记 、 , ке, 
La ее. a e верв w 
—e maats — e e © (6.4.14) 
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Es еа ерке рнек re rere (6.4.15) 
无 妨 设 ,和 LL, 痢 是 单 图 《否则 ,去 挤 对 流 部 分 ,得 到 若干 新 的 单 图 ， 
以 这 些 单 图 代替 志和 Za: ， 以 下 讨论 更 应 成 立 )。 于 是 由 (6,4.13) 知 
<, L,<1=k. HB 


l <k-1, l,<k-1, (6.4.16) 
由 此 及 归纳 假设 知 

@(L,)=9%(L,)= 0, (6.4.17) 
但 易 见 

ФС) = Ф) +901), ` (6.4.18) 


故 (6,4.10) 对 于 1=k 的 单 略 也 成 立 。 于 是 ， 由 归纳 法 知 定理 成 立 。 
定理 6.4.2。 如 果 狭 义 二 维 格子 点 场 "有 势 ， 则 它 的 势 函 数 是 
(—1оёл(%, J); GOD GR) Е 


: 
L p< а(1-з5]впї, 0, e, 0) 
РАЛИ. ad, o, sieni, 0 ' 


“үт ach, Esignj; З,- Ку 


"ara aC, ky i, k-sign)) (8.4.19) 


其 中 sign(。) 是 符号 函数 ，r(0，0) 是 任意 正常 数 。 


证 明 我 们 只 对 六 (i， РЄЕ,, 120, 1>0 验 证 (6.4.19), 其 余 
情况 类 似 。 取 一 条 路 
%= (0, 0)->(1, 0)>(2, 0)->з=—=(1, 0) 
=, D>, 20-9-6901, j)=e Р 
则 由 (6.3.9) 和 (6.3.10) 得 
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5 $ ы £ EN 
ales e)= [[а(@-1, 0 1, 0) Паб, k-1; 1, R) 
mi ка 
《6.4.20) 
ж» a i z 
ales еу) = Пас, k; i, к-1) Пай, 0; 1-1,°0) 
ы їз 


` (6.4.21) 


由 (6.4.20)、(6.4.21) 和 定理 6.3.6 知 本 定理 成 立 。 
定义 6.4,2。 场 4= (а(1, j k, 1), (1, }), (К, DEB) 称 为 
.二 维 格子 点 场 ， 如 果 它 满足 条 件 (6.4.4) 和 


П аа, b k, 0%0, VG. DEE, (8.4.22) С. 
(hk, DeFis А 


并 且 不 可 约 @。 其 中 Fi 如 (6.4.5)。 ү 

ЖЯ» 是 两 个 单 图 闭合 回路 ， 它们 所 围 成 的 区 域 分 别 是 
和 Z:。 如 果 Z: 与 Z: 重 合 ， 我 们 就 把 LIT L, 叫 作 类 间 的 (因为 它们 
至 多 是 起 点 或 方向 不 网)， 否 则 称 为 非 类 同 的 ， 如 果 ZiCZ:， 我 们 
就 称 Li 含 于 La 之 中 ,如 果 在 L, 内 不 含有 任何 非 类 同 于 ; 并 且 与 有 
某 些 公共 边 的 音 团 ， 则 称 Z; 为 一 个 单元 ， 记 = (aG j k, D) 的 
单元 的 全 体 为 了。 

定理 6.4.3。 С ФАЯ “a=(ali, b k, D; G, D, 
@, D€ B) 有 势 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 一 个 LE P, 

L, Ce —e — ren 6 z 
都 有 м 


— аа, В А 
团 秘 定 不 可 的 只 是 为 了 讨论 的 方便 ， 而 并 不 失 一 般 性 .因为 0 等 周 , 故 总 杀 把 它 分 成 荐 
干 不 可 的 的 类 。 É * 


< + 
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а(еу е,)а(е,; 6) "(6-33 En)alens E) 
=a(ey ё,)а (ез ён) *а(®„; Eidal: E) (8.4.23) 


BD Я 
pL) =0. (6.4.24) 
证 明 这 里 的 证 法 与 定理 6.4.1 的 证 法 不 同 。 那 里 考虑 长 度 ,而 
这 里 则 考虑 面积 。 
我 们 只 须 考虑 单 圈 情 形 。 
ALAE — RM, 


L= (е, ei, Ez, +", б, €), 

' 现在， 我们 用 S(L7 表 示 Z 内 所 含 单位 正方 形 的 个 数 ， 即 Z 的 面 
积 。 自然 S(L) 之 1。 如 果 上 是 一 个 单元 ， 则 由 (6.4.24) 知 断 盲 已 走 。 
假定 对 于 SCL) Sk- 1 的 单 图 I 均 有 PCL) = 0。 往 证 S(L) =k (k2-2) 
的 情形 ,无 妨 设 工 非 单元 .由 于 工 是 单 圈 , 故 它 的 每 一 条 边 必定 属于 且 
仅 略 于 其 一 个 含 于 内 的 单元 。 BLEA енне, 为 过 的 一 个 单元 
EL ее вере >een не, 则 由 (6.4. ИУ ЫЗА] 
=0. JL = (е, ед, s Chs Cis Ens @ke “s Eny €), WEC) 
= 中 ( 工 ) 。 吉 果 1 仍然 是 六， 则 由 SCL =k~1 及 归纳 假设 知 断 宦 
成 立 ， 否 则 ， 去 挤 L' 的 对 流 部 分 ,可 分 解 成 若干 个 单 图 。 每 一 个 单 
EL” 的 S(LY)<k-1。 故 由 归纳 假设 断言 亦 真 。 定 理 的 证 明 Ж 
完成 。 


86.5. 和 (>2) 维 格子 点 场 


m р 
Ey =(0, +I, +2, , = 1, (6.5.1) 
ТЕД =E; XE, x- xE (Му (6.5.2) 

2207 + 


并 用 e= (1, i e ЕУ ФК. ; 
定义 6.5,1。 Жаз (ol(e; е”), е, е” ЄЕк) 称 为 (狭义 )N 维 格 
子 点 场 ， 如 果 它 满足 条 件 ， 


абез е')>0, Ме’ ЄЕ,, e€ És (6.5.3) 
ales 6/7) =0, %e'F,U(e), YeEEN (6.5.42. 
其 中 
e= (D, l, се, is) ， (6.5.5) 
F,= {Ciis 1, +, lazis баба, бадә s IN) 
ð= 1, 1<k<N) „(8.5.6) 
定理 6.5.1。 狭义 N 维 格子 点 场 4= (а(е, e”), e, e! € Es) 有 
势 的 充 要 条 件 是 
ales e:P)al(ely еїї?)а(е{#?; е100)а (еі у е) 
=a(ey el )G(e у 62) )а(6 у APAR у e), 
1<k<I<N, V€ Es (6.5.7) i 
其 中 Өн А 


el) = (iis эе, йы, Db+l, Ds се, 
й-а, hb, баду “9 ÍN) 

ё? = (i ө, b+ l, Ds сө» (6.5.8) 
iris utl, йз, sin) 

AP = (ц, е, irois Eas basis се, 


diais b+1l; Dsi се, in) 


证 明 显然 只 需 讨 论 单 图 (定义 如 上 ) 情 形 。 设 工 = (e, е, е, 
es en 6) 是 单 略 的 。 记 它 的 长 度 为 I。 易 见 [ 之 4。 如 果 1= 4, ШЖ 
件 (6.5.7) 表 明 9(L) = 0. 如 果 1>4, 但 I 为 一 个 N 维 单位 正方 体 所 包 
图 〈 即 了 为 这 个 单位 正方 体 的 一 些 楼 组 成 的 闲 合 加 路 )， 则 容易 由 条 
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”你 (6.5.7) 直 接 验 证 p(L) = 0。 因 此 ， 我 们 只 需 考虑 不 能 为 一 个 万 纵 
、 单 位 正方 体 所 包 国 的 那 种 单 加 L。 对 于 这 种 L， 必定 存在 一 个 与 坐标 ， 
平面 平行 并 通过 格子 点 的 平面 Z( 二 维 超 平面 (如 N 之 3),， 或 直线 
《N= 3))， 将 工分 成 两 部 分 。 从 e 出 发 ， 设 沿 L 第 一 次 到 达 Z 的 点 是 
6h， 然后 ， 从 en 继续 沿 L 走 ， 我 们 将 在 茶 处 离开 Z。 设 离开 Z 之 后 , 首 
次 返回 Z 的 点 是 e1(1>k), 则 es 和 es 将 L 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 

Li=(e, е, ++, е) 及 Li= (е, ён ++, En, е); 


另 一 部 分 是 
Із= (6а, ба, +, G), 


在 平面 Z 上 ， 取 定 一 条 从 es 到 ei 的 最 短路 L. = (erel, e, +, е}, 
е), ЗІП, ЮК, UTR., ЗЕ, МИ 
平平 而 Z 得 Le， HL ЕИ, <l, HEALS. 类 似 
地 有 1 +L >l. W 


КЫ 
Ë 


1,906, E1, +, ех, еї, ең, “5 е;,ер,ег, у, t En €) 
L,= (е4, езү, +, Cis Ciy елі". Cis е) 
Wi <181,<1, EPL) = 9(Ls) +9(Le)。 由 此 事实 及 数学 归纳 
УФО) = 0。 定 理 证 毕 。 


定理 6.5,35 АМИР ан (ale e”, е, e EEn) 有 
势 ， 则 它 的 势 函数 为 ( logt e€ Eu), 


ч ii G(#kyi-sigxiy ieksa) 
m= П ЕР чаа 
° (ёё, 1-sigmiy 


#21 I=signi, 


eEEn. и (6.5.9) 
“209， 


其 中 АХ f 
€= eí = (0, 0, =, 0) 
ён = (Signi, 0, = 0) 
E12sam, = (2signi,, 0, +, 0) 


Cimaient, = (бї signi, ,0, =s 0) 
ea, =, 0，…，0)=ezo 
@ наш, = (її, signi,, O, = 0) 


ер.2аівті, = (і, 2signis, 0, + 


(65.10) 


eNi = (lo tis 
而 0 ЕТЕШ. 
证 明 对 于 Ye€ En， 取 一 条 从 es。 到 e 路 为 ， 


pA ТА! Sa A 
Le= (ee =e10, байат ү; бн нү; s Enigo 


ТЕШ 


Casigms» "э Eris ENIN е) 
则 


ы 2 ci 
абва e)= JE П (елчему ex1) (6.5.11) 


El l=signit " ГЕ 


g x ù : 
ales е)= П II esis eri-siamy) (6.5.12) 


k=l t= signir 
故 由 定理 6.3.6 立 得 本 定理 。 
定义 6.5.2。 称 场 a= (a(e; е”), е, e'€ Es) 为 N 维 格子 点 
+210° 


场 ,如 果 它 满足 条 件 (6:5.4) 及 
: Посе ejo, yec En (6.5.13) 
eteFe x 7, 


并 且 不 可 约 。 其 中 Fs 如 (6.5.6)。 

= (е=е0, Ei, 65, ty En, Enp: = ё) уа = (ale; 6 )) 的 单 
BB. L 的 每 一 条 边 erren (0<k<n) 都 是 某 个 N 维 单位 正方 体 的 
Ж. 因此， 存在 若干 个 N 维 单位 正方 体 , 它们 的 杰 包 含 了 L 的 每 一 条 
边 。 此 时 我 们 称 这 些 正方 体 复 盖 L, ШУП) 为 复 盖 L 的 N 维 单位 正 
方 体 的 一 个 集合 , 其 个 数 记 作 mV О), УА) ЬЯ й, 
如 果 对 测 上 的 任 一 复 盖 V (L), 都 有 mV С) У (L). LAYS Е 
记 作 Vs(L)。 它 所 包含 的 N 维 单位 正方 体 的 个 数 记 作 = mV ,CIL) ,对 
于 一 个 给 定 的 L， 相 应 的 最 小 复 盖 V。(L) 不 必 唯 一 ， 但 ! 却 是 唯一 确 
定 的 。 

今 设 L’ 是 另 一 个 单 图 。 称 L' 与 L 相 连 ,如 果 L’ 的 某 些 边 与 的 某 
些 边 重 合 ( 只 谈 " 边 "时 ， 不 管 它 的 方向 如 何 ， 谈 “上 路 "时 带 有 方向 )。 
现在 ,我 们 假定 L’ 与 L 相 连 。 设 V。(L) 是 的 一 个 最 小 复 盖 , 它 也 复 
FL. RVL) PARL 的 N 维 单位 正方 体 之 集 为 Y'(L)， 将 L 和 
L/' 合 并 起 来 、 并 将 L 和 L' 的 重合 部 分 去 控 ， 我 们 得 到 一 个 新 的 单 A 
开关 相应 的 有 Y"(L)。 如 果 存 在 工 的 一 个 最 小 复 盖 Yw(L)， 使 得 如 


ЕТЕ уч 


„У (L)<1, ,V”(L)<1 (6.5.14) 
我 们 就 称 L 是 非 单元 的 。 否 则 称 之 为 (ea 的) 单元 。 记 0 的 一 切 单元 之 
ЖАР. x 
ЖӨйб,5.3, N 维 格子 点 场 G= (а(е, e), е, e€ Es) 有 势 的 
充 要 条 件 是 т эы + 
(GD)=0 YLEP > a>- (6;5.15) 
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证 明 ”我 们 只 需 证 明 间 图 情形 。 设 为 任 一 单 图 。 若 ! = 1 IL 
被 一 个 N 维 单位 正方 体 所 复 盖 。 在 单位 正方 体内 的 任 一 单 圈 都 是 R 
元 , 故 直 (6.5.15) 知 9(L) = 0。 今 设 对 于 1<k— 1(k 之 2) 的 单 图 断言 
Ë W, u= K 的 情形 。 如 果 L 是 单元 ， 则 由 (6.5.15) 又 得 到 ФС) 
= 0。 因 此 无 妨 设 工 非 单元 。 由 前 面 的 说 明知 ， 此 时 存在 两 个 音 Щ ` 
ід“, 使 得 ! ла 


U<,V'O(L)<t1= k, А (8.5.16) . 
и," (1) <1= к, (8.5.17) 
pL) = 中 (三 уж”) (6.5.18) 


由 (6.5,16), (6.5.17) 和 归纳 假设 知 Pp(L')=9(L”) =.0, ВН (6.5. 
18) 知 9(IL) = 0。 定 理 得 证 。 : <. 


86.6. 有 势 马 尔 可 夫 链 
从 本 节 开始 ， 我 们 将 把 前 面 所 建立 的 场 论 应 用 于 马尔 可 夫 过 程 


《以 后 所 说 的 过 程 均 指 不 中 有 断 过 程 ， 当 然 ; 绝 大 多 数 结论 并 不 依赖 于 
“不 中 断 " 的 假设 ) 


Ж Х(®) = (rna), n>N J я Жа СО, F, Py 上 上 的 一 “ 


个 齐 次 马尔 可 夫 链 。 它 的 状态 空间 是 百 。n( 之 1) 阶 转 移 概率 矩阵 为 
P(n)= (pis(n): ij€E) 

我 们 所 关心 的 不 是 过 程 X(o) 本 身 ; 而 是 它 的 8 阶 转移 矩阵 ， 称 
P(n) 为 零 同 的 ， 如 果 ERREA S 

D (n)>0<€Ə>pa(n)>0, Yi, JEE, 
Ey JET。 бг fieh 

定义 6.6.1。 设 P(H) RA. MR T= (1,2,--), ау(Фу=Йгу(1), 
TET, RRR 86,2 所 定义 的 场 RA) =:(Pij(H)》 称 为 马尔 可 夫 
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ию. 
由 定理 6.3.4 立 即 得 到 
定理 6,6,1。 关 于 马尔 可 夫 链 场 P(n) = (piy(m)) FARES: ` 
Ci) POO Ж 
(ш) Роп) 路 径 无 关 ; 
GHD POO) BURR 
(iv) 对 于 YnET，YIED(D，Yib JEE, 有 有 


Ps, 100) puan) Фул GD = Pay урут), бп) (8.6.2) 
这 里 所 用 的 记号 的 意义 见 本 章 §6.3. RU Ou) RAWE 
й 40099. 


ЗЕ УА 
定理 6,6,2。 马尔 可 夫 链 场 PCn) = (pi (n)) 的 一 切 保守 势 ( 即 


”与 4 无 关 的 势 ) 形 如 


шағ —logu,(1)+c;, LED(1), ICE, (6.6.3) 
这 里 ci(1E D(C1)) 为 任意 常数 ， 其 它 符号 的 意义 见 本 章 $ 6.3。 
证 明 BR RIRE (logu 是 P(n) 的 势 、 为 此 ， 
只 需 证 明 Е 
U (Ipu (m) = 0;(1)рни(н), Yn, YIEE (6.6.4) 
由 (6.3.11) 和 (6.6.3)， 我 们 已 有 
UPD =P), X, JEE (6.6.5) 
于 是 ， 若 假定 〈6.6.3) 对 一 1 成 立 ， 则 由 Kolmogorof-Chapman 方 
程 得 Ë 


kE 


WDP) = 5) Pan- 1)Pa (1) 
= Уу DPN- 1)pa (1) 
ы 


13, 


=; (1) D Pall) paln—1) 
a 


=0;(1)ри@т), (6.6.6) 


于 是 (6.6.4) иж. жані. 

在 研究 马尔 可 夫 链 场 P(n) = (pi;(n)》 时 ， 我 们 的 主要 兴趣 是 
它 的 保守 势 .定理 6,6.2 表 明 ，P(a) 的 保守 势 由 P(1) 的 势 完 全 确 
定 。 故 以 后 只 讨论 Pf(1)。 并 把 P(1) = (pij(1)) 简 记 成 了 P= (pi) $E 
之 为 链 场 (满足 零 同性 条 件 )。 

由 定理 6.6.1 和 定理 6,6.2 得 

定理 6.6,3。 对 于 链 场 P= (0:;), ТЖМ, 

(1) P 有 势 ， ` 

di) P 路 径 无 关 ; 

Gii) PRE ER 

Чу) 对 于 YIED，YYi, j€ E,, 有 


Bt Pis Pia = Pa млр ; хо 48+6-17) 
而 在 有 势 的 条 件 下 ， 它 的 一 切 势 函数 形 如 ， 
Wi= -logu +с;, LED, iC E, (6.6.8) 
其 中 i ` ж: ç 
Paji 
-fa › MICE, iA (6.6.9) 
v= $ Pia, 
1, 如 i=Ai 


而 它 的 一 切 配 称 列 形 如 《wivi: IED, ICE), RER a 1єр) 
是 任意 选 定 的 正 数列 。 

定义 6.6.2。 BUD) 是 P= (р) 的 任 一 势 ， 命 
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мі ехр(- ш), Yi€E, (6.6.10) 
СЕРА АЕ], PEA (ша) 产生 的 配 称 列 。 
定理 6.6.4。 链 场 P= (pij) 的 每 一 个 势 (и) 所 产生 的 配 称 列 
ме PRH) 有 限 正 调和 测度 。 其 意义 是 
0<»#;<оо, YIEE. (6.6.11) 
Wi= Z мары, VICE, (6.6.12) 


TA 前 者 显然 。 后 者 由 (W) 为 配 称 列 及 P= (рі) 不 中 断 
“导出 。 

由 定理 6.6,3 立 即 得 到 

定理 6.6.5。 马尔 可 夫 链 已 = (риз) ARETX 的 充 要 条 
件 是 下 述 条 件 同时 成 立 。 

(1) РЕЖ 

di) 6.6.3001) — (01у) 2 —0313 

GH) 对 于 每 一 个 IED， 


ТЕЕ 
т 之 一 一 <c。 ‹8.6.13) 
ieEi Pia, 


在 ?可 配 称 时 ， 若 命 


р зү" 
л” = 2 z2) #ЄЕ, IED C6,6.14) 
Di, ‘EE; рум 1° £ 


任意 选取 w>0, Z wi =1, 并 命 
ше 17 wi, ICE, 1Єр (6.6.18) 


则 (wn) 便 是 P= (р) 的 一 个 配 称 分 布 . 而 且 一 切 配 称 分 布 形 如 
(6.6.15)。 如 果 P= (pu) 不 可 约 ， 则 (и) 就 是 唯一 的 配 称 分 布 。 
° *+215* 


86.7. 有 势 二 元 组 随机 徘徊 


取 
El=(0,+1,+2,°) (6.7.1) 
E,=E,xE, ; (6.7.2) 
定义 6.7,1。 ШХО) = {zln,0): п>ора X E M ЖО BJ 
(Q,#,P) 上 的 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 其 状态 空间 是 Е,, ， 转 移 矩阵 是 
P= (Pasina (jJ), G(k,1)€ E,), ШЖ 


Раат =1, МО, EE, 
«реву, 


(6.7.3) 


Paris>, Yk, DE Fiz, GJ) СЕ, (6.7.4) 
Dao = 0, АО, €F; , U {Gi} 


¥(i,) € E, (6.7.5) 
ЖЕФ ОРу={4,)-1),0,)+1),(@%-1,),(Ф+1)},. 
G, € E, (6.7.6) 


则 称 X(o) (或 P= (риљ) 为 (狭义 ) 二 元 组 随机 徘徊 。 

ABIE, Ира лаура, kt), 

由 定理 6;6.3， 定 理 6.4.1 和 定理 6.4,2 立 即 得 到 

定理 6,7,1。 关 于 二 元 组 随机 徘 向 了 P= (раво), ТЖМ A 
=. А 

(i) EAS 

(二 》 它 路 径 无 关 ， 

(шу) 对 于 一 切 (i,j) EB。,， 有 

PG, ji+t рж, ї+1,]+1)* 
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еро, ж) рц 
=рбї, Ју, +1) РО} +11+1,}+1)6° 
эр(й+1,}+1;0+1,) P+ jii j) (8.7.7) 
BUAH, ШЕЕ (loer (1,0). GJ) EE): 
p(1—signi,0 1,02 
zj) ел (0, D H 001-3007 0,1 signi, 0) 


рб, k-— sign, i, D, 
I! та, kyi,k— signj) ° 


койы 


a, EE:. (6.7.8) 


此 处 x (0,0) 是 任意 正常 数 。 
定理 6.7.2。 二 元 组 随机 徘徊 了 = OPC, js-k D) WER 
ж) 的 充 要 条 件 是 定理 6.7.1 中 的 (一 (iv) 之 一 成 立 ， 并 且 . 
р(1- ѕідпі,031,0) 
(я00,0)-= H тато” 
рев 1н 
Я i pli,k—signiii,k) 
П „РО, кї, K signi). <=. (8.7.0) 


kursi 


在 可 配 称 时 ， 唯 一 的 本 称 分 布 是 由 这 里 的 (0,0) 和 《6.7.8) 记 定 
X A, j) G, DEE). 
#1 取 

рбї,јі+1,0) =р>0, 

р0,31-1,0 = 40, 

Kiii 0 5720, м, рЄЕ, (6.7.10) 

PG, jij- 1) =820, ` 

Pd, jsi, =t>0, 7 J 

p+qgq+r+s+t=1 
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显然 ， 此 时 (6.,7.7) 式 的 两 端 都 等 于 pars。 故 此 随机 徘徊 有 势 . 它 的 
PERA C-logx (J), G, DEE): 


为 =x(00) (B) (Т), Фев (лар 


在 (6.7.10) 的 条 件 下 ， 


x (DG =e, (6.7.12) 


Е а 


故 由 定理 6.7.2 知 它 不 可 逆 。 
例 ? 在 上 例 中 ， 取 


p=q=r=s=0, 0<a< +, t=1-—4a (6.7.13) 


MJ vd, 力 ="(0,0)。 它 也 不 可 逆 。 


из 到 
‚ эне, ` 
pb +1) шс 
» + 
Pejs ызр а. 
, 上 
а, щі>0, А 
Li 1-1, = 
Pah ILD ао sa,yes Мал. 
raj ы-ю={/ ЫС 
, з. 
t, Wi=j=0, 
p G, h š, +, эн}зео, 
ә, Y=0。 
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其 中 
2a+28=1 
а+38+8=1 
48 +і=1 
а>0,В>0,Ү>0, 8>0, 1>0 
则 易 见 这 个 随机 徘徊 有 势 。 它 的 势 函 数 是 


nanitjsigns 


(j= z (0,0 (È) ФРЄЕ, 
(6.7.16) 


(6.7.15) 


因为 
> rgb 力 =4r(00) yx (ey x (ey (6.7.17) 


ЫР 
ояна, | 

上 述 例子 表明 有 势 马尔 可 夫 过 程 很 多 。 即 条 件 (6,7.7)( 进 而 条 
. 件 (6.3.13)) 是 可 实现 的 。 另 一 方面 ， 我 们 也 已 经 看 到 ， 条 件 (6. 
7.7) 在 应 用 中 是 非常 方便 的 。 我 们 说 ， 它 已 经 不 能 再 改进 了 。 换 言 
之 ， 我 们 有 

定理 6.7.3。(6.7.7) 中 各 条 件 独立 。 

证 明 只 需 证 明 (6.7.7) .中 的 在 一 条 件 不 能 由 其 它 条 件 推出 。 
为 此 ， 我 们 构造 一 个 过 程 P= (p(i, 坟 ,了 ))， 对 于 它 来 说 ，(6,7.7)， 
中 仅 有 一 个 条 件 〔 预 先 任意 选 定 的 ) 不 成 立 ， 而 其 它 一 切 条 件 都 
成 立 。 

MP- (рої, ју к) 为 例 2 中 的 有 势 马尔 可 夫 链 

PG hit LDP, hi- ран, 

; =р0,31,1-0=а (6.7.18) 

ра, Dal- 4а (6.7.19) 
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<a <+ (6.7.20) 


它 满足 (6.7.7) АТАК. 23 0<e<mtn(3, 1-80) 并 全 


[1 
11-3a-cae， ¥l=k=j=i Hi<0,’ 
1=ga+ae;  Ñk=i,l=j}=i-1 810, 

PG, jik, = CPG, jik, De, Hi=j=i,k=i+1Hi&0, (8.7.21) 
PG, jik, De~, GI=k=i,j=i-1Hi<0, 
PG jik, D, 其 它 。 
则 易 见 (pCi,jyk;1)》 是 二 元 组 随机 徘徊 ， 并 且 
p(0,011,0) p(1,011,1) Р(1,1,0,1) p(0,1;0,0) 


= р(0,0;1,0) * ер(1,031,10р(1,1:0,1)р00,1:0,0) ” 


=а*е, 


(6.7.22) 
Р(0,030,1) p(0,1i1,1) р(1,1;1,0) p(1,0:0,0) 


= Р(0,010,1).р(0,1;1,1) 2(1,1;1,07 (1,0300). +, 


=at, 


(6.7.23) 
所 以 (6.7.7》 中 的 条 件 对 于 (i,j》 = (0,0) 不 满足 。 但 容易 验证 (6， 
7.7) 中 的 其 它 条 件 均 满 足 , ЕТЕНЕ ВИР, О, = (0 
0) 只 是 为 了 叙述 的 方便 ， 构 造 的 方法 具有 一 般 性 .因此 ， 定理 已 经 
证 明 。 

二 维 随机 徘 短 的 边界 不 象 一 维 时 那么 简单 ,而 是 相当 复杂 的 。 
人 下面， 我 们 举 两 个 例子 予以 说 明 。 

014 (ARAF. g 

EMRE EMIA MRT DE Ж ЕИ. БЫШ 
子 便 是 一 例 。 . i 
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йз 〈 可 列 个 边界 )。 
取 
Р(0,}30,)—1)=р(0,},0,} +1) =р(0,};-1,}) 


=, +1, = L, МЕЕ, < 6.7.24) 


ра, іна, = 
100, YG, j) СЕ. (6.7.25) 
р, i-i ре 


00, 1-1, p= 


1 


G<0), G, ЄЕ,, (6.7.26) 
pli,jy i+1, Р 


因为 任意 两 点 间 只 有 一 条 无 “对 流 ” 的 路 ， 故 由 定理 6.3,5 知 它 有 
%. 今 计算 它 的 势 。 


я0,) =z0,0 (1Y /(1y 


=(0,0), (i=0) (6.7.27) 
1 3), di 
Ti,j) =л(0,0) G ag Е а щу 
=1(0,0)3/-1 (>20) (6.7.28) 
同 理 可 得 I 
ж(Ф}у=л(0,0)3 7! GKO . (6.7.29) 
T ， 
之 ti) = +оо, (8.7.30) 
DEE, 
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所 以 此 链 非 遍历 。 下 面 我 们 还 将 证 明 它 是 非常 返 的 。 
令 
Ау= (G,J), —со<1< +оо), 


j=0,+1,+2,. 《6.7.31) 
往 证 
P(Z(A.)>0. (6.7.32) 
命 
А, = U ASA 6.7.33) 


Ena, = Р (3п20, (СА, |х = G.J) (6.7.34) 
о à 


‚ МШ ол Рл. СД, 定理 6.3.2] 知 fta -0< 1 < +оо) 
为 下 列 方 程 组 的 最 小 非 负 解 。 


£o =+, tian ++ 

merata А G>0 (6.7.35) 
由 对 称 性 知 

жет G>0) (6.7.36) 
故 有 

2, sis: +} 

= - G>0) (6.7.37) 

=, = x. - 


АШ 
š (аа) = а-аа) (020) (6.7.38) 
即 
Zis >i =+ (2; =£; 1) 
=(4) а-э) ао 《6.7.39) 
所 以 
“nas Z авонро. (6.7.40) 
由 (6.7,37) 的 第 一 式 和 (6.7.40) 得 
mas > (1), рна, 人 >0)。 - (6.7.41) 


1-0 


m 
(200) 9) - Ооо. (6.7.42) 


上 式 为 我 们 的 方程 组 的 一 些 解 之 表达 式 。 而 我 们 需要 的 是 其 中 的 其 
小 非 负 解 。 欲 使 它 为 非 负 解 ， 必 须 且 只 需 
2,20 


(i>0)p (6.7.43) 


即 
=> 立 (二 /人 全 +1) G>0 (6.7.44) 


223 • 


Ce>>0) Вей, Ж 


E (6.7.45) 


今 选 r = 2, Mi 《6.7.42》 定 出 方程 组 6.7,35) 之 一 非 负 


х. (— co<i<co), H 
0<z,<1, z,%0, хуз] (~ co<i<<+co)。 


(6.7.46) 

由 于 f* 元 是 方程 组 (6.7.35》 的 最 小 非 负 解 ， 故 
бхаа (i>0) ` (6.7.47) 

所 以 此 链 非 常 返 ， 并 且 
РОСА) ) 二 0。 (6.7,48) 
下 面 ， 我 们 证 明 4。 为 几乎 闭 集 ， 由 (6.7.48)， 只 需 证 明 
Ф (А0 0А). . ` | (8.7.49) 


倘若 (6.7.19) Ж, WYA 
P(z, € ((0,+1), O- DERKS (6.7.50) 
但 这 与 非常 返 性 矛盾 。 


因为 此 链 非 常 返 , 所 以 4。 之 任意 有 限 子 集 为 不 可 回 祭 。 由 此 并 


参考 C4， 定理 6.5.1) 的 证 明 易 证 至 多 有 下 列 三 种 情况 发 生 ， 


G) ”有 4, 为 一 个 原子 几乎 闭 集 目 集 { G, 0),- o <i<0) 与 集 
( G, 0), 0<i<+co) (或 即 集 { (i，0)，0<i< + оо) 都 是 不 可 


回 集 ， 


GD 4, 为 一 个 原子 几乎 闭 集 , 但 { G, 0), -so<i<0)5 
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{ G, 0), 061+) 中 有 -一个 是 原子 几乎 闭 集 ， 一 个 是 不 可 
ШК; 

GH) ( @,0),-со<1<0}8{ G,0),0<i< + oo} 都 是 原子 
LPAR. | 
SEL, 情况 GD 和 GD 也 不 可 能 发 生 。 著 情况 O RE, 
则 集 { (0, +1), 0, =D } 到 达 无 穷 次 的 概率 为 正 ， 这 与 非常 反 
性 矛盾 ， 若 情况 Ор 发 生 ， 则 这 与 我 们 链 的 “左右 对 称 性 ” 矛 质 
所 以 只 有 情况 GD 才能 发 生 。 即 4, 为 两 个 原子 几乎 闭 集 所 构成 ， 
同样 ,4)(- co<j< + оо) 也 为 两 个 原子 几乎 闭 集 所 构成 所 以 ,我 
们 这 个 链 有 无 穷 多 个 边 办 点， 它们 与 原子 几乎 闭 集 

{ G, 0110), { G, Dj>0}. (914 +оо) 

一 一 对 应 (1)。 


86.8. 有 势 N(>2) 元 组 随机 徘徊 


定义 6.8,1。 设 X(@) = {zn，0) ,n 之 0} 是 定义 在 概率 空间 (0, 
Ў, P) 上 的 齐 次 马尔 可 夫 链 ， HRE S M EEs, HEEE 
Р= (р (e,e'),e,e' € Es) ШЖ 
рл p(6e)=1, YeEEN, (6.8.1) 
е EFU {e} 
plese’) =0, Ye EFeU (е), Мес Ер, (6.8.2) 
《记号 见 .8.6.5) WEX(OGRP= (Pee ,),) 为 《狭义 )N 元 组 随机 
нд. 
由 定理 6.3.4， 定 理 6.5.1 和 定理 6.5.2 立 即 得 到 
定理 6,8,1 对 于 N 元 组 随机 徘徊 P= (pee), e, CEN), F 
i 6225. 


述 断 言 等 价 ， 
D EEP 
а) ERBERI 
dD ERTEK 
Чу) 对 于 YeEEw, 有 . 
реек) реб) e preen ) ple e) 
= plees ipce se pe) e pee) 
1<k<1<N, e€ Es, (6.8.3) 
所 用 的 记号 见 “〈6.5.8)。 如 果 它 有 势 ， 则 它 的 势 函数 是 ( ~ log л 
eGEBNw)， 


N га 
Pleksi -signi 46, 4) 
We —— (6.8.4) 
ç П H. Pleks 146ks Lasienip) 


记号 见 〈6.5.10)。 此 处 re, 是 任意 正常 数 。 


定理 6,8.2。N 元 组 随机 徘徊 P= (Pee) ) 可 配 称 〈 可 逆 ) 的 
充 要 条 件 是 定理 6.8.1 中 的 (i)~(iv) 之 一 成 立 。 并 且 


x, "V > r r D(6kyi-ugni, шы, 1) oo 
ee Š 
. (6.8.5) 
若 它 可 配 称 ， 册 唯一 配 称 分 布 是 由 这 里 的 re, 和 (6.8.0 所 定义 


(xa eEEN)。 


“ $6.9. 有 势 马 尔 可 夫 过 程 


设 X(o) = {z(t，@m)，t 之 0} 是 定义 在 完 各 概率 空间 (Q, ,P) 
上 的 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 ， 其 状态 空间 是 E， 转移 矩阵 是 P(t) = 
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(pi (t)), А 
p: (t)20/ Z pu(t=1 
ру G+) = Z, pa Gp, (9) | ` G.9.D) 
lim piy (t) =b = B20) i 


Bop би =1, 52 = 0G3eD. WEER PO) = (Bij(t)) 为 马尔 可 天 
过 程 。 У 
称 P(t) 是 零 同 的 ， 如 果 
Dii(t)>>0< 拓 >pii(t)>0。 . (6.9.2) 
:定义 6.9.1， ЕРО). ШТ = (0, оо) ;ais(t)=Piy(t), 则 
， 册 本 章 6.207 ЮР) = (pu (t)) KAARTE. 

AM, рос) 或 者 己 为 零 或 者 全 不 为 零 - 因此 ， 马 氏 过 程 声 
P(t) 的 路 与 ! 无 关 。 即 多 (t) 不 依赖 于 +。 因此 , DO), E(t) 等 均 
不 依赖 于 + ， 以 下 就 去 掉 这 些 记 号 中 的 + 。 

由 定理 6.3.4 立 即 得 到 

定理 6.9,1。 关于 马 氏 过 程 场 P (t)= (p (t), ТИЕЙИН 
Em | 

G) РО) З 

(Н) ”P(t) 有 路径 无 关 ， 

GD PORTER 

(iy) 对 于 YIED，YP JCE,, 有 


л ^ ^ ^ 
р aalt) (t) D зв 02) = Paala) Di O) е 
* ter, (6.9.3) 


下 面 两 条 定理 是 本 节 的 主要 结果 。 
定理 6.9.2 如果 不 可 约 马 民 过 程 场 PGt) = (pi (t) ) 有 势 ， 则 
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它 有 一 个 保守 势 〈《- logw(1) ), 并 且 它 的 一 切 势 形 如 
шб) = —logu;(1) + f(t) 《6.9.4) 
ЖН @(1) ›ш (8.3.11.) FEX. OAT ERAR. 
证 明 如 果 P(t) 有 势 ， 则 由 (8.3.11) 所 定义 的 Cui(t)) Ж 
P(t) 的 一 个 配 称 列 〈 由 定理 6.3.4 及 〈6.3.13) ), 于 是 
(рыб) =u (t)pa(t) €T, Yi, J€ E. (6.9.5) 


然而 
vat) pis(2t) = Уш (Юр, (Op, (D 
= У pui(t)uy (tps (t) | а) 
=G) D ру» Put) 
=03(0)ри() 9 ‹8.9.6) 
由 数学 归纳 法 易 见 Ё 


O (t)pu (ті) =u; (t)P (mt), YML (6.9.7) 
注意 我 们 取 定 Ar， 并 约定 us (01 CML(6.3.11) ) ;以 及 P( 雪 不 可 
约 ， 从 而 有 

ибт) =) = Papa Œ Pin Hr (6.9.8) 
进而 ` н 

(1%) яш (1) = pa (D/Pin, (1), mn, (6.9.9) 
(6.9.8) Ж Но; ER, m (6.9.9) 表明 它 在 有 理 点 上 取 常 数 值 
u(1), АЙ - s 
u=, YET - (8.9.10) 

今 设 (Wi (D ) 是 P(t) 的 任 一 势 ， 出 因 P(b RTA, ШЖ 
ШИЕ 


(t) = És, (6) = 一 logoi(t) + ово, (D 
= — log u, (1  G6.9.1D 


- CWA (6.9.4), 至 于 由 (6.9.4) 所 定义 的 《w(t)) 是 势 则 是 显 

然 的 。 . Ы 

定理 6.9.3。 如 果 马 氏 过 程 场 P(t) = (pi;(t1)》 有 势 ， 则 它 有 一 
个 保守 势 〈《-1og w(1) ) ,并 且 它 的 一 切 势 形 如 

шб) = —logvi(1)+f(t), JEE: IED, (6.9.12) 

其 中 (ui(1)) 由 (6.3.,11) 所 定义 。(f1(t),1€E DJ ET йу. 

证 明 易 由 定理 6.9.2 推 出 。 

推论 1 ” 马 氏 过 程 场 P(t) = (Pi (t)) 的 势 由 它 的 保守 势 完全 决 
定 ， 进 而 由 PO 的 势 〈vi(1)) 完 全 决定 。 

推论 BRAE (pis(t)) 有 了 配 称 池 数列 (w(t)) 等 价 于 它 
ЖЕЙ GO € E), 

пд, АЖИ ЕЖЕН ЕЙ ОШ) N. 

同 定理 6.6.4 一 样 ， 我 们 有 

定理 6.9,4。 马 氏 过 程 场 P(t) = (ри (t)) 的 每 一 个 保守 势 (и) 
所 产生 的 配 称 列 都 是 P(t) 的》 有限 正 调和 测度 。 

定理 6.9.5， 马 氏 过 程 P(t) = (pi (t) 可 配 黎 的 充 要 条 件 是 下 
述 诸 条 件 同时 成 立 ， 

` G POPR 
Gi) 定理 6.9.1 中 的 人 一 (iv) 之 一 成 立 ， 
GD 对 于 任意 选 定 的 fo 之 0， 对 于 YIED， 有 
O Paata) 


mia У —— ` (6.9.14) 
iB, Pia, (ta) 
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在 可 瑟 称 时 ， 配 称 分 布 为 (шул, IEE, TIED) 此 处 (Wa 
1ED) 是 任意 选 定 的 D 上 的 一 个 正 分 布 。 


46.10. ВОНИ 


фаб) =0 = (qi;)。 由 定理 6.3.4 得 

定理 6,10,1。 设 8 是 一 个 零 同 的 8 矩阵 ， икан, 
ч) ожӱ; 

а) орж 

(ш) ORTE 

Gv) 对 于 YIED，,， Yi, јЄЕ, 有 Я 


аа, muqu, = 45,241. ‚‹6.10,}). 
Ж3#6.10,2. Оюн ЖОН RR ЖЖЖ ЕЖЕТ ЖОЕ ЖОЕ 
RW: š 

G) ож, i 

GH) ”定理 6.10.1 中 的 (GD 一 (iv)》 之 一 成立 ， 

di) 对 于 每 一 个 LE DD， 有 


q. i < 
2 > = 68.10.2) 


+ ра, 


ETER, E (w>0, tED) в т=1, СА 
1€E,, IED) 便 是 Q 的 配 称 分 布 .其 中 W) h (6.3.11) 所 定义 。 
定义 6.10.1。 称 @ 婚 阵 9 = (qiy) 为 二 元 组 生 灭 9 矩阵 ， 如 果 E 
满足 : 

230, 


ad, jy k, D>0, (k, D €F, VG, })ЄЕ,, 


X (6.10.3) 
ad, b k, D=0, Yk, DEPU G, D J 
АС. p СЕ,. . 6.10.4) 
其 中 š 
F, = ( G, J-1), 0-1, J), G, 1+1), G+1, D}, 
G, D EB: (6.10.5) 
如 果 它 还 满足 


ali, js k, D=0, ¥(i,j) ЄЕ,, 
‚ «шейту ten 


(6.10.6) 
刚 称 之 为 保守 的 ， 否 则 称 之 为 非 保守 的 。 
定理 6,10.3。 对 于 二 元 组 生 灭 0 矩阵 , -下 述 断 言 等 价 ， 
G Ен» 
а) рж 
н) йрй, 
Gv) 对 于 一 切 G, D EBE, 有 
aG, b i+1, D qliti, b 1+1, i+DaG+l, j+ly 
1, j+ Dal, жа i, PD) 
=4qli, js і, ]+1)qG, I+ 1 їжа, }+1)4(Ї+1, P+ 
4+1, Dath, b j, Ð (8.10.7) 
WRESS, ШЕ ЭЩ Ж® (logri, D >, 


i 4(1<вївїї,011,0 
aq, }у=л(0, © аа sisnt.0y ° 


а(,к- signjyi,k) 


ас, ку, sign) (6.10.8) 


[е 


Eri 


其 中 r (0，0) 是 任意 正常 数 。- ， 
定理 6.10,4。 二 元 组 生 灭 2 矩阵 可 配 称 的 充 要 条 件 是 定理 
6.10.3 中 的 (iD 一 (iv) 之 一 成 立 ， 并 且 


A 本 _q(1—signi,0,1,0) 
GO, ys > П а01,0:1-зівпї,0) 


Фр, Г 


。TT gik signjyi,k) 
Ш, ql klk sign) S? 
1 
(6.10.9) 


在 可 称 配 时 ， 叭 一 的 配 称 分 布 是 由 〈6.10.8) 和 (6.10.9) 所 定 出 
BG, j), G, D CE,), 

类 似 地 可 以 写 出 关于 NN 元 组 生 灭 8 矩 阵 及 其 它 一 些 矩阵 的 结 
Ж ,我 们 不 再 装 述 了 ，。 


§6.11。 有 势 Q 过 程 


取 
E=(0, 1, 2, =), | (6.11.1) 

定义 6,11.1. ЖОЖ ЖОЖ R HE EBE ЈО Я PU) = (pi (t)) 
有 势 ， 则 称 P(t) 为 有 势 9 过 程 。 $ 

§ 6.9 中 的 全 部 结果 自然 都 适用 于 Q 过 程 。 此 外 易 见 

定理 6.11.,1T。 如 果 @C 过 程 (py(t)) 有 势 ( 忆 可 配 称 ， 可 配 称 ), 则 
它 的 @ 和 矩阵 有 势 ( 弱 可 配 称 ， 可 配 称 ) 。 

定理 6.11.2.; ЛМЕ ОТСТО 
Юй. ` : 

证 明 与 定理 2.3.6 的 证 法 相同 。 
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定理 6.11.3。 设 P(i) = (ро) ГЕО. 则 对 于 某 一 
对 i, JEE, 


p'u (t) = Хр) ам (8.11.2) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
PKO) = Удар ыб) 6.11.3) 


ЖУ. 

证 明 ”与 定理 2.6.I 的 证 法 相同 。 

定理 6.11,4。 如 果 @ 保 守 、 弱 可 配 称 并 且 @ 过 程 唯一 ， 则 最 小 & 
过 程 是 有 势 的 。 进 而 ， 这 个 有 势 最 小 Q ИИГЕ ЖЕ ЖОШ ， 
约 、 可 配 称 ， 

证 明 由 定理 6,11,2 及 定理 2.5.1 立 得 本 定理 


$ 6.12。 有 势 生 灭 (双边 生 灭 )Q 过 程 


仍 下 
Е=(0, 1, 2, =) (6.12.1) 

6.121. 《保守 生 灭 Q 过 程 )。 

对 于 任 给 的 一 个 保守 生 灭 9 矩阵 2， 要 么 有 势 (相应 地 ， 可 道 ) 
ЖЖ Q 过 程 不 存在 ， 要 么 愉 好 有 -一 个 。 详 言 之 ， 在 R= + co 时 ， 生 
灭 9 过程 唯 --， 这 个 唯 一 的 @ 过 程 就 是 最 小 9 过 程 ; 它 是 有 势 的 ! 而 
且 此 时 它 还 是 可 送 的 充 要 条 侍 是 了 ki<co。 在 R<+ оо, Iu +оо 
时 ， 只 有 满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 那个 唯一 生 灭 9 过 程 


GDE Dn; 


A) = pi Q, 
Di (À) = PROA) + KEE (Du, 


({,}Є E) (6.12.2) 


是 有 势 的 而且 它 还 是 可 道 的 。 在 其 余 情 况 (R< +оо, Уи +оо) 
3 


下， 不 存在 有 势 生 灭 @ 过 程 ， 更 不 存在 可 道生 灭 9 过 程 。 

证 明 ”由 定理 6.11.4 立 得 R = +оо 时 之 结论 。 由 可 赣 @ 过 程 必 
是 有 势 Q 过 程 及 定理 3.1.3 立 得 R<+eco， н< +оо 时 之 
ШЙ. 8 R< +оо, Уш= + co 时 ， 这 时 О 过 程 非 唯一 。 但 不 存在 
满足 柯 氏 向 前 微分 方程 组 的 (不 断 的 ) 8 过 程 。 故 由 定理 6.11.3 知 ， 
这 时 有 势 2 过 程 不 存在 。 定 理 证 毕 。 

定理 6.12.2.( 非 保守 生 灭 9 过 程 ) 

设 @8 非 保守 。 当 且 仅 当 z- 为 正则 时 存在 有 势 生 灭 Q 过 程 。 而 在 
zs 正则 时 ， 有 势 生 灭 9 过程 唯一 ， 它 是 š 


z «1 —5®1)(1-5&1)/ 
IT (6.12,3) 


3Ë BE iwo at, 

ЖЕЙ 由 定理 6.11.3， 当 z。 流 出 时 ， 在 C2， 定 理 53 中 构造 出 来 
的 Q 过 程 的 表达 式 中 的 参数 p=0。 再 参考 定理 3.2.1 的 证 明 过 程 立 
得 我 们 的 定理 。 А 

现在 ， 取 

Е=(0, +1, +2, =) (6.12.4) 

定理 6.12.3。( 双 边 生 灭 9? 过程) 3 

(i) WR.= +eo(a=1，2)。 则 这 时 @ 过 程 唯一 。 这 个 唯一 的 
Q 过 程 是 有 势 的 进而 此 时 它 可 道 的 充 要 条 件 是 ur< + со. . 

Gi) 设 Re= + oo，Rs 之 +cota*b) ， 则 这 时 存在 有 势 9 过 程 
的 充 要 条 件 是 S5< +o ERD., S< + co 时 有 了 唯一 的 有 势 双 
边 生 灭 9 过 程 ， 它 就 是 


TD= п,*+ ба, (8.12.5) 
ЕР 
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进而 此 时 它 可 乾 的 充 要 条 件 是 
C Жидда, + ( Z Mida |< + оо, (6.12.6) 
ан) $ЕВ„< +оо, В,< + so。 这 时 存在 有 势 Q 过 程 的 充 要 条 
件 是 Sa 之 + оо, S,< + оо, 在 SaL + оо, 50+ ВНЕ NE 
势 9 过 程 ， 它 们 是 


турж (0920) (En + 620), 
=I (6.12,7) 
及 
TD = П›* + Сар оса 2. (6.12.8) 
其 中 - 
I+mU,! ЕЛЫ 
тін ~1+mU,*! 1+mU,*: бау 


ту От -ri 的 任 一 实数 。 这 时 任 一 有 势 8 过 程 都 是 可 道 
的 。 ' 
证 明 《1》 由 定理 6,11.4 立 得 (i)。 
. (2) Re = +cço,R < + оо W, ЖОЛ ЕЕСЗ, S 6) ЖЩ 
来 ,由 [3 中 的 (6,2) 和 《6.11) 以 及 有 势 妇 过程 II 的 对 称 性 立 得 (ii) 。 
(3) 参看 定理 3.3.4 相 应 部 分 的 证 明 并 注意 5 3 ] 中 的 (8.32) 式 
易 证 (iii) 。 


$6.13. 有 势 单 流出 Q 过 程 


定义 6.13.1。 对 于 一 个 8 矩阵 Q = (9v)， 如 果 它 保守 有 旦 方程 
ма – 2408 = 0 л 
о<щ<1 GEE) 


(8.13.1) 


6235. 


只 有 一 个 线性 独立 的 非 零 解 ， 则 称 @ 为 单 流出 的 。 这 时 的 Q 过 程 称 
为 单 流出 Q 过 程 。 一 个 单 流出 8 过 程 若 有 势 ， 就 称 为 有 势 单 流出 
定理 6.13.1， 设 2 为 单 流出 9 矩阵 ， 则 存在 有 势 单 流出 9 过 保 的 
КЕЖЕ, ОЙРА. 


E яа) < + 0р0). (6.18.2) 
有 势 单 流出 8 过 程 存在 时 必定 唯一 ， 它 就 是 
S uh Z (À)z;(A)Zma; ЕЕ 
р = p юа С, Е) (6.13.3) 
其 中 ле (т) ЖОК), ШО. 
ж(%у=1-ХУр OA. (GEE) (6.13.4) 
证 明 1) 存在 性 。 
1) 充分 性 ;55 ?中 找到 了 任 _ 单 流出 9 过 程 的 表现 
R А Хамр") + 8, QO i 
Di (ÀK) = р; (À) + z, Ç. ?-Уву(Т= туйуу Куу зуру)" 
G, J€ E, №0) (6.13.5) 
其 中 .. К 
020, Жак(1-хь0))<\ +оо, (6.13.6) 
СЭ уа 
K; Q) Заз = 0 
y } (6.13.7) 
&;Q)20, ХЕ) +оо š À 
® š 


& Q) - 608) + (А) EE) PN = 0. 
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G>0, u2>0) (6.14.8) 
a=) (KEE), 8:0) 0. 


今 命 
5350) = z; (MN, @ЄЕ) (6.13.9) 
由 于 @ 音 流出， 所 以 š 
& (À) = z+(A)m 380. (6.13.10) 


注意 m1(%) 满 足 (6.13.1)， 得 
M; Q) ~ BEd = ka; (n; 一 (ул; 


= hes AT Ж{(%)луйу = 0, (G EE,N>0) (6.13.11) 


另 一 方面 ， 由 定理 6.11.2 知 

Толу" Q) = туре), (0, i, JEE) (6.13.12) 
显 见 - 
230) - 2300) tM RPR CEO (8.13.13) 


得 
$Q) 8 (0) + б-н) DEPE” OA) 


SEAT - EWT + (À — n) Si ANTP” Q) 
=m;(z;(À)—- z; (u) + (А-и) BNP MY 


=0。 (6.13.14) 
H(6.13.10), (6.13.2), (6:13.11)91(6.13.14) 知 80А) (СЕ, 
和 >0) 满足 (6.13.7) 和 (6.13.8). НЕ; (А) #00 ЄЕ, А0). 
所 以 
TM) TA NS 


Di (À) = pp OA) + AS 
Ea 


š: G, JEE, АО) (6.13.15) 
.237 ° 


是 一 个 Q 过 程 . 显然 它 是 有 势 的 。 

ч) 必要 性 ， 

设 已 存在 一 有 势 Q 过 程 (P(X))。 则 由 定理 6.11.1 知 8 矩阵 8 罚 
可 配 称 、 往 证 (6.13.2)， 

容易 由 表达 式 《6.13.5) 导 出 ， 一 个 8 过 程 满足 柯 氏 向 前 微分 方 
程 组 的 充 要 条 件 是 u0 (iEE) 。 故 由 定理 6.11.3 知 ， 有 势 8 过 程 
QQ) ат 

pu Q) = P*O) + коли 


G, JEE, X>0) (6.18.16) 
ДОР ООЙ ДЕ (613.7)71(8.13.8), ЖИЕ) #00 € E, X2>0), 
H Q 的 弱 可 配 称 性 及 定理 6.11.2 知 (6.13.12) 成 立 ， 由 此 事实 
及 (6.13,16) 得 ` | 
` me (O, = xz, MEN) 
G, JEE, А20) (6.13.17) 


令 
DQ) = (h Ы0)>0) (6.13.18) 
Ң(6.13,8)Җ&,0\) = 0 知 
DSe ->0) :X6.13.19) 


所 以 由 (6.13.17) 得 
TCA) _ Nata) 


i, Єр 
E) E) G, jEDA)) (6.13.20) 


从 而 г 
mi Q) oh 
É Q) с(%< +оо GEDA) (86.13.21) 
B 
mAN SeA GEDA) (6.13,22) 
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由 (6.13.19) 和 (6.13.22) 得 
тоц) (À) = m yz; (А)Ё (А) = (NE CN EN) 


(GEE, јЄр()) (6.13.23) 

由 (6.3.19) 及 i 

EASO GEDA) (6.13.24) 
得 

mun (À) = СОК) GA) (i€E) (6.13.25) 
由 (&(%)) 满 足 (6.13.7) 得 

2®;0)< +оо >) (6.13.26) 
(6.13.21), (6.13.25) #1(6.13.26)4% 

Ута) = cQ) ЗЫ Q< + оо (6.13.27) 
于 是 (6.13,2) 成 立 。 至 此 ， 必 要 性 得 证 。 

1) 唯一 性 。 


由 (6.13.13) 和 Q 为 单 流 出 知 ， 对 于 任 一 X， 必 存在 f CE, W 
‚ n AEO #Ё7&Ш(6.13.25)®дс(%):>0, Щщ &Ж(6.13.21)# 
0<с”!(у< +оо (>0) (8.13.28) 
EAD НОНИ, СРО ОЕ ВЕЙ 
出 8 过 程 ， 则 必 有 


TAYO? (ALIAT 


% = paia( 入 
D (À) = р") + CO Ea (Am, 


= pr" SiN TN) 
=p ERIA 
Б G, JEE, №0) (6.13.29) 
FERD 中 充分 性 部 分 的 证 明知 这 时 有 势 2 过 程 只 有 一 个 。 


2 


以 上 讨论 都 是 对 于 一 个 园 定 的 满足 条 件 (6.13 .2) 的 配 称 列 (zw) 
而 言 的 。 我 们 已 经 证 明 ， 对 于 每 一 个 满足 (6.13.2) 的 配 称 列 ， 有 且 
仅 有 一 个 有 势 0 过 程 与 之 对 应 。 现 在 的 问题 是 ， 
@ 条 件 (6.13.2) 是 否 与 瑟 称 列 的 具体 取 法 有 关 。 即 是 否 存在 两 
个 配 称 列 (各) 和 (w), tE 
a maA), (6.13.30) 
但 
2 win QQ) = со, (6.13.31) 


© 满足 条 件 (6.13.2) 的 不 同 的 配 称 列 所 对 应 的 有 势 8 过 程 是 省 
相同 ? 

先 看 @。 因 为 2 弱 可 瑟 称 ， 故 可 分 据 。 由 Q 单 流出 知 ， 存 在 且 
仅 存在 一 个 子 块 Ci。， 使 得 O ERMAR RETR 81(1ED， 
xz) 都 是 零 流出 的 。 今 设 配 称 列 (xi) 满 足 (6.13.2)， 而 (wi) 是 @ 的 
任 一 配 称 列 。 由 Ой 


wac, To YEE, (6.13.32) 


其 中 ci 是 一 正常 数 。 又 由 Qla) pE НИ 

а 0060, YIEE, Psl VASO (813.33) 
于 是 

Ж wa) =o, Z muni) оо (6.13.84) 


故 条 停 (6.13.2) 与 (ni 的 具体 取 法 无 关 。 
再 独 @@， 设 配 称 列 (<) 和 (w;) 满 足 (6.13.2)， 它 们 相应 的 有 霓 


@ 过 程 分 别 是 (piy( 的 ) A pu (t). EE . - 


Qu Dp (tD, Vi, JEE, Yt, (6.18.35) 
* 240 + 


因为 每 一 子 块 Q, (IED，!=le) 既 约 零 流出 ， 故 由 @ 过 程 的 唯一 性 知 


Bi (tp?) sp (D, Yi, JCE,, 191 


(6.13.36) 
У т) = E OE py(t)=1 
іс, ів zz, 
ХІЄЕ;, 1%1, (6.13.37) 


于 是 
Вис) к= 0 ту), ICE, JEE, Ish. 


` 


(6.13.38) 
(6.13.38) MA IOE H 55 ИР PEFR EAN 


Bi(t) p(t)=0, ГЄ, JEE 191, (6.13.39) 
于 是 《P(t)，i，jEE1,) 是 一 个 单 流出 9 过程， 并 且 有 势 ， 由 (6。 
13.32) п, (0100), i, jEE1) 也 是 一 个 相应 于 (us IEE) 的 


有 势 Q 过 程 。 根 据 前 面 所 还 ， 相 应 于 同一 个 配 称 列 的 有 势 Q 过 程 叭 
一 ， 故 有 


Фури), А, JEE, (8.13.40) 


Ш(8.13.36), (6.18.38), (6.13.59) 4106.13.40) 知 (6.13.35) 成 
Ў, 
至 此 ， 定 理 证 毕 。 


gan 6 ‚21+ 
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